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PRÉFACE 



Pendant Tannée scolaire 1891-1892, j'ai fait aux élèves de 
troisième année de l'Ecole Normale quelques conférences sur 
l'Arithmétique et l'Algèbre. Je n'avais nullement l'intention 
d'exposer d'une manière dogmatique des parties de la science 
qui, sans doute, m'ont toujours vivement intéressé, mais que 
je n'ai point étudiées d'une façon particulière ; je voulais seule- 
ment diriger la curiosité de mes auditeurs vers des problèmes 
qui sont parmi les plus beaux de ceux que posent les mathéma- 
ques et des méthodes qui ont été trouvées ou perfectionnées par 
des hommes d'un génie singulièrement rare et pénétrant. Les 
progrès incessants de l'Analyseetde la Géométrie ne doiventfaire 
oublier ni ces problèmes, ni ces méthodes. On sait assez, d'ail- 
leurs, que les diverses branches des Mathématiques ne sont 
pas indépendantes et que ces propriétés du nombre entier, qui 
sont l'objet propre de l'Arithmétique et de l'Algèbre, intervien- 
nent dans bien des questions posées par l'Analyse. Il faut se 
rappeler enfin que l'enseignement des parties les plus élémen- 
taires de l'Arithmétique et de l'Algèbre, de ces parties que l'on 
enseigne dans les lycées, suppose chez le professeur, s'il veut 
réellement dominer son sujet, au moins quelques vues sur les 
parties plus élevées de la science. Mon intention était simple- 
ment d'engager mes auditeurs à regarder de ce côté-là. 
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Dans les rares conférences que Ton peut dérober à la prépa- 
ration des examens, il est très agréable d'enseigner ainsi, sans 
appareil logique, sans plan bien systématique, et dans une 
sorte de conversation. Les auditeurs s'y prêtent volontiers, et 
Ton sent assez qu'il n'est pas nécessaire de tout dire, de déve- 
lopper à tout propos ; on peut supprimer ici et là, ici, parce que 
c'est trop facile, là, parce qu'on serait entraîné trop loin, dans 
des régions môme que le maître, qui n'a nulle raison pour s'en 
cacher, connaît mal et où il risquerait de s'égarer. 

En Arithmétique, je me suis borné à expliquer sommaire- 
ment la théorie des restes quadratiques et à ébaucher la divi- 
sion du cercle ; en Algèbre, je n'ai guère parlé que des équa- 
tions abéliennes, en donnant parfois quelques indications sur 
d'autres sujets. 

Il y avait cette année-là, à l'Ecole, deux élèves qui sont cer- 
tainement parmi les plus distingués de ceux que j'ai eu l'hon- 
neur et la joie d'y rencontrer ; ils étaient venus des deux extré- 
mités de la France, aussi différents qu'il est possible par la race 
et le tempérament ; ils s'y sont liés d'une amitié qui durera 
sans doute toute leur vie. M. Borel est déjà connu par de rares 
succès scolaires, par une thèse remarquable, qu'il vient de sou- 
tenir, et par quelques autres travaux. Sa place est assurément 
marquée parmi les mathématiciens qui feront honneur à notre 
pays. 

Je crois bien que M. Drach ne tardera pas, lui aussi, à 
prendre une pareille place. Il a déjà acquis de nombreuses 
connaissances, dans des domaines variés ; il est de ceux qui 
se préoccupent avant tout du fond des choses, qui restent mé- 
contents et inquiets tant qu'ils n'ont pas atteint le roc. Cette 
tendance philosophique de l'esprit est un danger quand elle tra- 
vaille à vide, qu'elle n'est pas accompagnée de la connaissance 
des faits, et qu'elle engendre le mépris des vérités particulières, 
matériaux essentiels de la science ; c'est elle seule, malgré tout, 
qui préside à l'arrangement de ces matériaux. 



PREFACE , III 

Quoi qu'il en soit, mes conversations sur l'Arithmétique 
et l'Algèbre intéressèrent M. Borel et M. Drach, et quelques 
autres aussi, j'ose l'espérer ; mais je fus quelque peu étonné 
lorsque ces deux jeunes gens vinrent me proposer de les 
rédiger et de les publier ; j'eus beau leur représenter tout ce 
qu'elles avaient d'incomplet et de décousu : ils s'offrirent si 
obligeamment à les compléter et à les recoudre, ils insistèrent 
d'une façon si flatteuse et si affectueuse, que je me résolus, sans 
y réfléchir davantage, à les laisser faire. Ils se mirent donc à 
la besogne, travaillant ensemble, s'aidant et se critiquant l'un 
l'autre : M. Borel se chargea plus particulièrement de l'Arith- 
métique et M. Drach de l'Algèbre. 

J'avais entièrement atteint mon but qui était, non d'ensei- 
ger, mais de faire apprendre. Il était très naturel que, dans 
ces conditions, ce que j'avais enseigné disparût quelque peu : 
c'est ce qui est arrivé, beaucoup plus que n'ont voulu se l'avouer, 
tout d'abord, les auteurs de ce Livre. Sans doute, j'ai, depuis, suivi 
leur travail, je l'ai parfois critiqué, et j'ai, par mes objections, 
contribué à éclaircir les idées de mes jeunes camarades. Mais 
j'étais engagé dans d'autres publications, et je n'ai pu consacrer 
à celle-ci tout le temps que j'aurais voulu : il vaut mieux qu'il 
en ait été ainsi : ce Livre en aura plus d'unité, et, qu'on me 
permette de le dire, plus de hardiesse. 

M. Borel me reprocherait assurément de ne pas dire que, en 
parlant ainsi, c'est à M. Drach que je pense : c'est ce dernier qui 
avait assumé la plus lourde tâche, c'est lui surtout qui a fait œuvre 
personnelle. C'est à peine si, dans mes conférences, j'avais sou- 
levé la question de la nature des nombres algébriques, c'est-à- 
dire des racines d'une équation algébrique entière à coefficients 
entiers, c'est à peine si j'avais indiqué comment, par l'emploi 
des congruences et des systèmes de modules, Kronecker avait 
pu fonder l'exposition de l'Algèbre sur une base purement arith- 
métique, et comment, à un point de vue tout autre, on pouvait 
regarder l'Algèbre, non comme un prolongement de l'Arithmé- 
tique, mais comme une partie de l'Analyse, le nombre algé- 
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brique n'étant qu'un cas particulier, nettement défini d'ailleurs, 
de l'irrationnelle générale. Mais il suffisait d'esquisser le pro- 
blème pour que M. Drach s y attachât, et le dernier point de 
vue, si parfaitement légitime qu'il soit, ne pouvait manquer 
de choquer un esprit aussi philosophique que le sien, par la 
façon dont on y fait appel à des éléments transcendants, bien 
éloignés de ce nombre entier, dont il semble que la considéra- 
tion doive suffire à la construction de l'Arithmétique et de l'Al- 
gèbre. 

Le mode d'exposition auquel il a été amené par le désir de 
réduire à ce qui est indispensable la construction de l'Arithmé- 
tique et de l'Algèbre consiste essentiellement à regarder les 
nombres algébriques, aussi bien que les nombres entiers posi- 
tifs ou négatifs et les nombres rationnels, comme des signes ou 
symboles, entièrement définis par un petit nombre de propriétés 
posées a priori relativement à deux de leurs modes de compo- 
sition. 

On part ainsi d'hypothèses bien déterminées qui n'impliquent 
point de contradiction, comme le montre l'étude de leurs consé- 
quences. Cette étude conduit à quelques-uns des résultats que 
l'on doit à Kronecker, résultats que l'on peut résumer en disant 
que le calcul dans lequel interviennent des nombres algébriques 
est identique à un calcul de polynômes à une variable, à coeffi- 
cients entiers, dans lequel on néglige les multiples d'un poly- 
nôme déterminé. L'établissement de cette proposition, en par- 
tant des éléments, fait l'objet du chapitre III ; la nécessité de 
donner des règles pratiques pour effectuer le calcul dans un 
domaine algébrique amène, dans le chapitre IV, à exposer d'une 
manière nouvelle la théorie célèbre créée par Galois. C'est 
dans cette théorie que Ton doit d'ailleurs chercher le véritable 
fondement de l'Algèbre, telle que l'auteur l'a comprise, et la 
justification du mode de construction qu'il a adopté. 

Il est à peine utile d'ajouter que ce mode de construction est 
purement logique, c'est-à-dire indépendant de toute notion 
expérimentale et en particulier de la notion de grandeur. Les 
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résultats acquis présentent néanmoins, au pointde vue pratique, 
un certain intérêt : comme l'explique M. Drach, « il existe, en 
effet, des éléments géométriques, mécaniques ou physiques tels 
que Ton puisse établir une correspondance univoque et réci- 
proque entre ces éléments et les symboles considérés ou une 
partie d'entre eux, ces éléments se composant d ailleurs avec 
eux-mêmes de la môme manière que les symboles correspon- 
dants ». 

Lorsque M. Drach m'écrivit pour la première fois sur les 
sujets qui précèdent, au commencement de Tan dernier, j'eus 
tout d'abord, je l'avoue, quelque crainte à le voir jongler ainsi 
avec des symboles qui me semblaient vides de tout contenu ; 
je me suis persuadé, en y réfléchissant, qu'il y avait surtout, 
dans cette crainte, des habitudes d'esprit dont je ne parvenais 
pas à me défaire, et que, en réalité, elle était peu fondée. 

Ce qui précède suffira, je l'espère, à convaincre le lecteur que 
si ce livre a quelque valeur, c'est à M. Borel et à M. Drach 
qu'il faut en reporter le mérite : c'est malgré eux que je le dis, 
mais je dois au lecteur la vérité. Si d'ailleurs, comme ils le 
croient, j'ai réellement contribué à leur inspirer le goût de la 
science, cela me suffit amplement. 

Paris, le 16 juillet 1894. 

Jules TANNERY. 
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CHAPITRE PREMIER 
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONGRUENCES 



I. — Définitions et propriétés élémentaires. 

1. On dit que deux nombre» entiers, positifs ou négatifs, a et b 
sont congrus suivant le module positif m, lorsque la différence 
a — b est divisible par m ; c'est-à-dire lorsque Ton a 

a = b-\-mq, 

g étant un nombre entier (positif ou négatif). Si a et b étaient 
positifs et b inférieur à m, cette égalité exprimerait que b est le 
reste de la division de a par m. Nous conviendrons de dire, dans 
tous les cas, que a et 6 sont restes ou résidus l'un de l'autre par 
rapport au module m. 

D'après cette définition, un nombre a a une infinité de résidus, 
compris dans la formule générale a + mq, où g désigne un 
entier quelconque, positif, nul ou négatif. Parmi ces résidus, il y 
en a toujours un et un seul qui est positif ou nul et inférieur 
à m; on l'appelle résidu minimum-, dans le cas où a est positif, 
c'est le reste arithmétique de la division de a par m. Il y a 
quelquefois avantage à considérer une autre espèce de résidus 
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minima : il y a toujours un résidu compris entre — — - et -h -— » 

2 2 

pouvant atteindre cette limite supérieure dans le cas où m est pair ; 

on l'appelle le résidu minimum absolu; c'est celui dont la valeur 

absolue est la plus petite. 

Pour que deux nombres soient congrus, il est évidemment néces- 
saire et suffisant que leurs résidus minima soient égaux. Or il est 
clair que le résidu minimum peut avoir seulement m valeurs 
distinctes: 0, 1, 2, 3, ..., m — 1. Considérons m nombres: a u 
a,, . . . , a w tels que deux quelconques d'entre eux soient incongrus, 
c'est-à-dire non congrus, suivant le module m ; leurs résidus 
minima seront tous différents; ce seront donc nécessairement, 
abstraction faite de Tordre, tous les nombres 0, 1, 2, . ., m — 1. 
On en conclut qu'un nombre quelconque x est congru à l'un des 
nombres ai, a t , . . ., a m . 

L'ensemble de ces m nombres constitue ce que l'on appelle un 
système complet de restes incongrus suivant le module m ou, plus briè- 
vement, un système complet de restes (mod. m). Le système complet 
de restes le plus simple est formé précisément des m nombres 
0, 1, 2, . .., m— i. Nous verrons plus tard l'intérêt qu'il peut y 
avoir à considérer d'autres systèmes complets de restes jouissant 
de propriétés particulières. 

Ces notions très élémentaires ont néanmoins leur importance 
dans bien des questions de Mathématiques. Considérons par exemple 

l'expression tg — i nous savons que sa valeur ne change pas 

lorsqu'on augmente ou diminue l'entier k d'un multiple de m. Si 
Ton donne à k toutes les valeurs entières, cette expression prendra 
donc seulement m valeurs distinctes ; on obtiendra toutes ces 
valeurs en prenant pour k successivement m nombres formant un 
système complet de restes (mod. m). 

Si h désigne aussi un nombre entier, tg est égal à tg — 

m m 

lorsque A 2 est congru à k suivant le module m, et dans ce cas seu- 
lement. 

kiz 
Nous aurions pu, au lieu de tg — i considérer l'expression 

cos j- % sm , q U1 joue un grand rôle en analyse. Elle 

donnerait lieu à des remarques analogues. 
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On voit par ces exemples, qu'on pourrait multiplier, l'importance 
que peut avoir l'étude systématique des rapports qui existent entre 
des nombres congrus ou incongrus suivant un module déterminé. 
C'est l'étude de ces rapports qui constitue la théorie des congruences 
dont nous allons exposer les éléments. 

2. Il importe tout d'abord d'adopter une notation abrégée pour 
écrire que deux nombres a et 6 sont congrus par rapport à un 
module m. Nous adopterons la convention indiquée par Gauss et 
consacrée par l'usage et nous écrirons 

a = b (mod. m). 

Cette relation s'appellera une congruence. La notation choisie a 
l'avantage de mettre en évidence les analogies très grandes qu'il y a 
entre les congruences et les égalités ordinaires. On peut en effet 
soumettre les congruences de môme module à presque toutes les 
opérations qui sont légitimes avec les égalités. Nous nous borne- 
rons à énoncer * ici ces propriétés ; elles se démontrent immédiate- 
ment en remplaçant chaque congruence telle que 

a = b (mod. m), 

par l'égalité correspondante 

a = b -+- mq. 
Il est clair, tout d'abord, que si l'on a 

a = b (mod. m), 

b = c (mod. m), 

il en résulte 

a = c (mod. m). 

Si l'on désigne par X, X', X' des nombres entiers et si l'on a 

a =b 

a' = b 1 (mod. m), 

on a aussi 

\ a -h Va' h- XV = U 4- XV -+- XV (mod. m). 

En particulier on peut ajouter ou retrancher membre à membre 
deux congruences de môme module ; on peut aussi faire passer un 
terme d'une congruence d'un membre dans l'autre, par la môme 
règle que pour les égalités. 

Il est également permis de multiplier membre à membre deux ou 
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plusieurs congruences de môme module ; des congruences écrites 
plus haut, par exemple, on déduit 

aa'a" = bb'b* (mod. m), 

et plus généralement 

w, n\ n 9 étant des exposants entiers et positifs. 

En combinant ces diverses propositions, on voit qu'elles se résu- 
ment dans la suivante, dont elles ne sont que des cas particuliers : 
S* f{ x i 2/i 2, ...) est un polynôme entier à coefficients entiers par 
rapport aux lettres x, y, z, . . , si de plus on a 

a = a 

c = 7 (mod. m), 



il en résulte 

f{a, à, c, ...) = /•(», p, y, .. ) (mod. m). 

Mais, à l'inverse de ce qui a lieu pour les égalités, il n'est pas en 
général permis de diviser par un même nombre les deux membres 
d'une congruence, même dans le cas où ils sont exactement divisi- 
bles (s'ils ne l'étaient pas, cette opération n'aurait pour le moment au- 
cun sens). Par exemple, on a 

18 == 6 (mod. 12) 

et on n'a pas 

9 = 3 

par rapport au même module. 

Un examen attentif de cet exemple particulier suffit à indiquer 

comment on doit traiter le cas général. Si l'on a 

a = b (mod. m), 

a — b 

cela signifie que est un nombre entier; on ne peut pas en 

m 

a—b 

général conclure de là qu'il en est de même de , a étantun 

mq 

diviseur commun de a et b. Cette conclusion n'est légitime que si 
m et q sont premiers entre eux ; car, dans ce cas, a — b étant 
divisible par deux nombres premiers entre eux, est divisible par 
leur produit. 

On a donc le droit de diviseï* les deux membres d'une congruence par 
tout nombre premier avec le module et qui les divise exactement. (Nous 
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verrons plus loin comment on peut lever cette dernière res- 
triction, en faisant une convention spéciale). En particulier, si le 
module est un nombre premier, les nombres qui ne sont pas premiers 
avec le module sont congrus à zéro par rapport au module, ou, plus 
brièvement, nuls suivant ce module et on a cet^énoncé , tout à fait 
pareil à celui auquel on est habitué en arithmétique et en algèbre : 
La division par zéro seule riest pas permise. 

Dans le cas où m n'est pas premier, on voit très facilement que, 
si Ton désigne par 8 le plus grand commun diviseur de m et de 9, 

la congruence 

a = b (mod. m) 

entraîne 

q q \ */ 

Si, en particulier, un nombre q divise a, b, m, on a S = q et 

2 = 1 (mod.5V 

q q \ q) 

3. Nous nous sommes appuyés sur ce qu'un nombre divisible par 
plusieurs autres premiers entre eux deux à deux est divisible par 
leur produit. 

La démonstration que Ton donne habituellement de cette propo- 
sition repose comme on sait sur le théorème : un nombre qui divise 
un produit de deux facteurs et qui est premier avec Cun d'eux divise 
Vautre. Cette dernière proposition se déduit de la théorie du plus 
grand commun diviseur. Il ne sera pas sans intérêt d'en donner ici 
une démonstration directe, qui est due à Poinsot i*\ et qui nous 
conduira naturellement à d'autres propriétés très importantes. 

Considérons la suite des multiples d'un nombre entier positif a, 

0, a, 2a, . ., ma,... 

et divisons les termes de^ cette suite par un nombre entier positif m. 
Il est clair que ces restes se reproduiront périodiquement de m en m, 
mais la période peut être plus courte. Soit h le plus petit nombre tel 
que ha soit divisible par m, ha sera le plus petit commun mul- 
tiple de a et de m ; h termes consécutifs seront toujours incongrus 



(*) Dans un livre récent sur les éléments de la théorie des nombres, M. Bachmann 
a appelé l'attention sur la signification de la démonstration de Poinsot. 
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(mod. m) : en effet, si ka et Ka étaient congrus (mod. m), leur diffé- 
rence {k — k')a serait divisible par m, ce qui, par hypothèse, ne 
peut avoir lieu lorsque k — k est plus petit que A. Cette différence, 
au contraire, est évidemment divisible par m lorsque k — k' est 
divisible par A ; les restes se reproduiront donc de A en A et la 
période de A restes sera composée de nombres tous différents, 
enfin A restes consécutifs sont toujours différents. 

Une première conséquence de cette remarque est la suivante : les 
seuls termes de la suite qui soient divisibles par m s'obtiennent 
en multipliant a par un multiple de A; autrement, tous les multiples 
communs à m et à a sont des multiples du plus petit commun mul- 
tiple ha de ces deux nombres. 

En particulier m doit être un multiple de A, puisque ma est 
un multiple de m et de a. Soit m= Ad, soit aussi A a = mq ; 
on en déduit ha = Arfy, d'où a = dq : d est donc un diviseur 
commun de a et de m, nous allons voir que c'est le plus grand. 

4° Supposons d'abord que a et m soient premiers entre eux; d ne 
pourra être égal qu'à l'unité, donc, dans ce cas A = m, ce qui 
s'énonce : le plus petit commun multiple de deux nombres premiers 
entre eux est leur produit. Tout multiple de ces deux nombres est 
donc un multiple de leur produit, d'où il résulte que si un nombre 
divise un produit de deux facteurs et est premier avec Vun d'eux, il 
divise Vautre. 

Dans ce cas, la période des restes se compose de m termes dis- 
tincts qui ne peuvent être que les nombres 0, 1, 2, . ., m — 1, 
rangés dans un certain ordre : on en conclut que si dans l'ex- 
pression ax, ou dans l'expression ax -f- 6, où b est un nombre 
entier quelconque, on substitue à la place de ar, m nombres en- 
tiers consécutifs, ou plus généralement un système complet dénom- 
bres incongrus (mod. m), on obtiendra un système complet de 
nombres incongrus (mod. m) ; en substituant dans ax les nombres 
entiers \ , 2, . . . , m — 1 à la place de a?, on obtient comme restes ces 
mêmes nombres pris dans un certain ordre ; plus généralement 
en substituant, à la place de x, m — 1 nombres incongrus 
(mod. m) et dont aucun n'est nul (mod. m) on obtient encore 
m — 1 nombres incongrus (mod. m), dont aucun n'est nul (mod. m). 

2* Supposons maintenant que a et m ne soient pas premiers entre 
eux ; soit § leur plus grand commun diviseur ; les nombres 
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a m . . „ 4 ,, 

- » - sont premiers entre eux, et Ion observera en passant que 

cette proposition s'établit directement, sans passer par l'algorithme 
du plus grand commun diviseur. 

Les restes minima que l'on obtient en divisant par j les termes 

de la suite 

a a a o a 
°' V 2 8' 3 8 

sont les quotients par 8 des restes que Ton obtient en divisant par 

m les termes de la suite 

0, a, 2a, 3a, ... ; 

la périodicité est la même ; d'après ce qu'on vient de dire, la pé- 
riode pour la première suite contient ^ restes, qui sont les nom- 



bres 0, 1, 2, . . , — — 1, rangés dans un certain ordre; cette 

o 

période, pour la seconde suite contiendra aussi -r- restes qui se- 

ront 0, 8, 28, ...,m — o. Enfin puisque l'on doit avoir t- = A, il 

o 

faut que h soit égal à rf, et l'on retrouve en passant le théorème sur 
la composition du plus petit commun multiple de deux nombres, qui 
s'obtient en divisant fe produit des deux nombres par leur plus grand 
commun diviseur. 

On reconnaît aussi, dans ce cas, que si dans l'expression ax + b, 
on remplace x par un système complet de nombres incongrus 
(mod. m), on n'obtient plus un système complet de nombres 

incongrus, mais seulement y restes incongrus. 

L'application de ces divers théorèmes aux polygones réguliers 
étoiles est bien connue. 

4. Dans le cas où m est un nombre premier /?, chaque nombre 
non divisible par p est premier à ce nombre : si donc dans l'expres- 
sion ax où a n'est pas divisible par p on substitue p — 1 nom- 
bres x u a?,, ..., Xp_t incongrus entre eux et à (mod. p), on 
obtiendra p — 1 nombres congrus à ces mêmes nombres x u 
*«, . . . , Xp-i rangés dans un autre ordre ; le produit des nombres 
ax,, ax u ..., axp_i est donc congru (mod. p) au produit 
XtX* ay_t, et comme le dernier produit est premier à p> 
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on en conclut 

aP- 1 — 1 =0 (mod. p). 

C'est le célèbre théorème de Fermât, qui joue, dans la théorie des 

nombres, un rôle essentiel et dont nous rencontrerons incidemment 

d'autres démonstrations ; observons qu'on en déduit immédiatement 

la proposition suivante : quel que soit le nombre entier a et le nombre 

premier p, on a 

a p — a = (mod. p). 

II. — Racines des congru en ce s. 

5. Nous n'avons considéré, jusqu'ici, que des congruences ne 
renfermant pas d'indéterminée, des congruences purement arithmé- 
tiques, si Ton peut s'exprimer ainsi ; elles correspondent à ce que 
l'on appelle proprement des égalités ; nous allons parler maintenant 
de celles qui correspondent aux identités et aux équations. On n'a 
pas jugé qu'il fût nécessaire de créer des mots distincts pour dési- 
gner ces diverses congruences, mais il importe de ne pas les 
confondre. 

On dit que deux polynômes f(x) et g (x) entiers par rapport à une 
variable x (sauf avis contraire, nous sous-entendrons toujours que les 
coefficients des polynômes sont entiers), sont identiquement congrus ou 
plus simplement congrus suivant un module m s'il existe un poly- 
nôme entier en a?, ty(x), tel que l'on ait, quel que soit l'entier ar, 

f{x) = g{x)-hmty{x). 

On écrit alors d'une manière abrégée 

f(x) = g(x) (mod. m). 

Les coefficients des mômes puissances de x, dans f et dans g, 
sont évidemment congrus suivant le module m. 
D'après cette définition, on a 

f(x) = (mod. m) 

dans le cas et dans le cas seulement où tous les coefficients de f(x) 

sont divisibles par m. 

S'il n'en est pas ainsi, on n'aura pas en général, pour toute valeur 

entière a de a?, 

/•(a) = (mod. m). 
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S'il existe un nombre entier a tel que cette congruence soit 
vérifiée, ce nombre a est dit une racine de la congruence 

f(x) = (mod. m). 

Une congruence peut n'être pas identique et cependant avoir pour 
racines tous les nombres entiers; si p désigne un nombre premier, 
c'est ce qui a lieu d'après ce que nous avons vu pour la congruence 

x p — x = (mod. p). 

Nous verrons plus tard comment on peut reconnaître, dans le 

cas d'un module quelconque, si une congruence donnée possède ce 

caractère exceptionnel (*). 

Revenons à la relation 

f{a) = (mod. m), 

qui exprime que la congruence donnée admet la racine a. Il 

est clair que si l'on a 

b = a (mod. wi), 

on a aussi 

f[b) = (mod. m), 

c'est-à-dire que la congruence admet aussi pour racines tous les 
nombres b congrus au nombre a. Nous ne regarderons pas ces 
racines comme distinctes. Il en résulte qu'une congruence (mod. m) 
peut avoir au plus m racines distinctes (et môme m — 1 seule- 
ment si on ne tient pas compte des racines congrues à zéro). On 
peut donc toujours résoudre une congruence, c'est-à-dire trouver les 
raciues de cette congruence par un nombre limité d'essais succes- 
sifs. Mais ces essais sont d'autant plus nombreux que le nombre m 
est plus grand ; d'autre part, on ne connaît pas de méthode gé- 
nérale simple pour résoudre les congruences dont le degré dé- 
passe l'unité. Il y a donc intérêt, pour diminuer le nombre des 
essais, à réduire s'il est possible la valeur du module m. Nous allons 
montrer que pour résoudre une congruence, il suffit de résoudre un 
certain nombre d'autres congruences ayant pour modules des 
facteurs premiers entrant dans m. 

Il faudra de plus résoudre un problème simple qui ne dépend que 
de congruences du premier degré, et que nous étudierons en détail. 



(*) Voir la note à la fin de l'ouvrage. 
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6. Montrons, en premier lieu, que si Ton a 

m = pqr, 
les nombres p, y, r étant premiers entre eux deux à deux, on peut 
ramener la résolution de la congruence 

(4) f(x) = (mod. m) 

à celle des congruences simultanées : 

( f(x) = (mod. p), 

(2) j f{x) = (mod. j), 

( f(x) = (mod. r). 

En effet, il est clair d'abord que tout nombre x qui satisfait à la 
congruence (1) satisfait aux trois congruences (2). Réciproquement, 
si x satisfait aux trois congruences (2), f(x) étant divisible par les 
trois nombres premiers entre eux deux à deux p, q, r, est divisible 
par leur produit m, c'est-à-dire que x satisfait à la congruence (1). 

Il suffit donc de déterminer les solutions communes aux con- 
gruences (2). Pour cela, nous supposerons que nous ayons résolu 
séparément chacune de ces congruences et nous ferons voir qu'à 
tout groupe formé d'une racine a de la première, d'une racine p de 
la seconde et d'une racine ? de la troisième, correspond une racine 
x de la congruence (1) ; de sorte que si les congruences (2) ont 
respectivement p', q', r* racines, la congruence (1) en a p'tfr'. 
(Si la première des congruences (2) par exemple était identique ou 
vérifiée quel que soit a?, on aurait p' = p). 

En effet, il suffit que l'on ait 

x =a (mod. p), 

x = p (mod. ç), 

x = 7 (mod. r). 

Or on conclut immédiatement de là : 

qrx = qra (mod. m), 

rpx = rpp (mod. m), 

pqx = pqy (mod. m), 

et par suite 

(qr-\-rp •+• pq) x = qrz-+- rpP + p?Y (mod. m). 

Nous verrons plus loin que cette congruence du premier degré en 
ar, dans laquelle le coefficient qr-+-rp-+-pq de x est premier 
avec le module m = pqr (puisque p, q 9 r sont premiers entre 
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eux deux à deux) a une racine unique et déterminée. Cette racine 
satisfait d'ailleurs aux conditions exigées ; car on a par exemple 

(qr-+-rp -f- pq)x = qra -+- rpfi -+- pq-f (mod. p), 
d'où, en supprimant de part et d'autre les multiples de p, 

qrx = qroi (mod. p), 

et enfin, en divisant par qr qui est premier avec le module p, 

x = a (mod. p). 

Nous avons ainsi montré qu'à tout système de solutions a, p, y 
du système (2) correspond une racine x de la congruence (1). U est 
clair que la réciproque est vraie et de plus que la correspondance 
est univoque ; c'est-à dire que si x et x' sont incongrus suivant le 
module pqr, ils sont incongrus par rapport à l'un au moins des 
modules p, q, r et réciproquement. Les propositions énoncées 
sont donc complètement démontrées. 

Nous reviendrons d'ailleurs sur la congruence qui détermine 
x, après avoir traité des congruences du premier degré, pour 
montrer comment on peut diriger la solution de manière que la 
plus grande partie du calcul soit indépendante de a, ?, y, c'est- 
à-dire puisse servir pour toutes les racines. 

7. Les résultats acquis résolvent complètement le problème posé 
dans le cas où m ne renferme pas de facteurs premiers figurant 
avec une puissance supérieure à la première. Dans le cas contraire, 
la décomposition la plus complète qui se puisse effectuer de m en 
un produit de nombres premiers entre eux deux à deux, est la 
décomposition en un produit de puissances de nombres premiers. 
Il reste donc à montrer comment on peut ramener la résolution 
d'une congruence dont le module est une puissance d'un nombre 
premier, à la résolution de congruences de module premier. 

Soit donc 

(i) f(x) = (mod. p x ) 

une congruence dont le module est la puissance d'un nombre pre- 
mier. 11 est clair que toute racine de cette congruence satisfera aussi 
à la congruence 

(2) f{x) = (mod. p). 

Mais la réciproque n'est pas nécessairement exacte. Soit a une ra- 
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cine de la congruence (2) ; an-py sera aussi une racine de (2) ; 
nous allons chercher à déterminer rentier y de manière que cette 
quantité soit également racine de (1). 

Nous avons f(a h- py) = p"<p(y), 

a étant un nombre au moins égala 1, <p(y) un polynôme entier dont 
tous les coefficients ne sont pas divisibles par p. Si Ton a a > X, 
a-\-py est racine de la congruence (1) quel que soit l'entier y ; à 
la racine a correspondent ainsi p x_1 racines incongrues de la con- 
gruence (1). 

Si Ton a au contraire a < X, la congruence (1) peut s'écrire, 
en posant x = a -+- py, 

fi a -+- py) = p a ?(y) = o (mod. p x ). 

On en conclut 

?(y) = ° ( m ° A - p x_H *)- 

La détermination des racines de (1) qui sont congrues au nombre 
a suivant le module p, est ainsi ramenée à la résolution d'une 
congruence dans laquelle le module a une moins grande valeur. On 
voit immédiatement qu'en appliquant la même méthode à cette nou- 
velle congruence on n'aura jamais à résoudre que des congruences 
(mod. p). On peut vérifier que Ton a ainsi moins d'essais à faire si 
Ton procède par tâtonnements et de plus, pour ces essais, on opère 
sur des nombres moins considérables, puisqu'on peut remplacer 
tous les coefficients d'une congruence (mod. p) par leurs résidus 
minima absolus, c'est-à-dire par des nombres inférieurs en valeur 

P 
absolue à £■ . 

z 

Comme application, considérons la congruence 
(1) x % = 7 (mod. 27). 

Nous devons d'abord résoudre la congruence 

x % = 7 (mod. 3) 

ou a? 1 = 1 (mod. 3), 

qui admet évidemment les deux racines incongrues 4- i et — 1; 
nous ne considérerons que la racine positive (on obtiendra ensuite en 
changeant les signes les résultats qui correspondent à la racine 
négative). 

Si nous posons x = 1 -+- 3y, la congruence proposée devient 

3(3y* -h 2y — 2) = (mod. 27) 
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ou 




(2) 3t/»H-2y-2 = 


(mod. 9). 


Nous devons d'abord résoudre la congruence 




3y» -h 2y — 2 = 
qui donne 


(mod. 3), 
(mod. 3) 


et nous conduit à poser y = 1 -h 3*. 




La congruence (2) devient alors 




3[(l-h3z) 8 -+-2z] = 
ou 

(1+32)* -h 22=0 


(mod. 9) 
(mod. 3) 


1 -h 2z == 
d'où 


(mod. 3), 
(mod. 3). 



On a donc y = 4 et x = 13; la congruence (1) admet les 
deux racines h- 13 et — 13 ou, si Ton veut, 13 et 14. La con- 
gruence proposée est d'ailleurs Tune de celles pour lesquelles il 
existe des méthodes générales de résolution. 

8. Avant de passer à l'étude générale des congruences de degré 
quelconque et particulièrement des congruences de module premier, 
étude qui fera l'objet du chapitre suivant, nous allons traiter en dé- 
tail des congwènces du premier degré. Il est en effet nécessaire de 
les traiter dans le cas d'un module quelconque et de plus leur étude 
nous conduira à nous occuper de diverses questions intéressantes 
en elles-mêmes. 

Considérons d'abord le cas d'un module premier p. La congruence 
du premier degré a la forme 

ax = b (mod. p). 

Elle est identique, si a et b sont tous deux congrus à zéro (mod. />), 
impossible si a est congru à zéro sans que 6 le soit. Ces résultats 
qui s'aperçoivent immédiatement sont absolument pareils à ceux 
que l'on obtient dans l'étude des équations du premier degré. 

Dans le cas où a n'est pas congru à zéro, il résulte de remarques 
déjà faites que si l'on donne à x, p valeurs incongrues, le premier 
membre prendra p valeurs incongrues, dont par conséquent une et 
une seule sera congrue à 6. La congruence a donc une racine el 
une seule ; le théorème de Fermât permet d'avoir immédiatement 
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son expression : si Ton multiplie les deux membres de lacongruence 

par a^"', on obtient 

a^'x = ba^- % (mod. p) ; 

d'autre part, a étant premier avec p, 

a*- 1 = 1 (mod. p). 

On a donc enfin 

x = ba?~ % (mod. p). 

Gauss convient de représenter la racine de la congruence du pre- 
mier degré par - (mod. p), c'est-à-dire d'écrire 
a 

x = - (mod. p). 

Les expressions telles que - (mod. p) ne sont pas des fractions, 

mais des nombres entiers ; il est cependant facile de vérifier qu'elles 
sont soumises aux mêmes règles de calcul que les fractions ordi- 
naires. Il importe seulement de remarquer qu'on doit exclure du 
calcul, comme n'ayant pas de sens, celles dont le dénominateur est 
congru à zéro et qu'on ne doit jamais multiplier les deux termes par 
un nombre congru à zéro. Dès lors il est facile de vérifier, par 
exemple, que si l'on a 

x = | (mod. p), 



il en résulte 



y — 2 ( mod - p )' 

ad-±- bc (mod. p), 



*4-y = 



bd 



aC t A \ 

*y=-r-, (mod. //), 



(mod. p). 



bd 
x ad 

y = h 

en supposant, bien entendu, qu'aucun des dénominateurs n'est 
congru à zéro. Ces égalités sont des égalités entre nombres entiers ; la 
dernière, par exemple, exprime que x et y étant les racines des 
congruences 

bx — a = (mod. p), 

dg — c = (mod. p), 

les congruences 

yX — a? = (mod. p), 

6cX — ad = (mod. p) 
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sont équivalentes. C'est ce qu'il est aisé de vérifier directement, 
é, c, d étant supposés incongrus à zéro. . 

Les remarques précédentes nous conduisent naturellement à con- 
sidérer la racine x de la congruence 

ax = 1 (mod. p), 

c'est-à-dire 

x = - (mod. p). 

Sa connaissance est manifestement utile dans le calcul des racines 

des congruences de la forme 

ax = b (mod. p) 

ou 

x = — (mod. p). 

a 

Il est clair en effet que si l'on a 

il en résulte 

a 
Le nombre a' est dit le nombre associé de a. Il est clair que la cor- 
respondance entre a et a! est réciproque. D'ailleurs a ne peut être 
égal à a 1 que si leur valeur commune est 1 ou p — 1, car si 
a' = a, on a 

a 8 — 1 = (a — t)(a-hi) = (mod. p), 

et p étant premier divise a — 1 ou a -+■ i. 

Les nombres 2, 3, , p — 2 sont donc associés deux à deux ; 

le produit de deux nombres associés étant congru à 1, il en résulte 

2.3 (p — 2) = 1 (mod. p), 

d'où 

1 .2.3 (p — 2)(p - I) = p — 1 = - 1 (mod. p), 

ou enfin 

1.2.3 (p — 1)4-1 z^O (mod. p). 

Cette égalité constitue le théorème de WiUon, remarquable par le 
fait qu'il exprime une propriété caractéristique des nombres pre- 
miers. En effet, si p n'est pas premier, on voit facilement que le 
produit 1.2.3 (p — 1) est divisible par p. 

9. Indiquons maintenant une méthode de résolution des con- 
gruences du premier degré de module composé, méthode qui s'ap- 
plique d'ailleurs aussi dans le cas d'un module premier. 

THÉORIE DC8 *OMBRK0 t 
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Soit 

ax = b (mod. m) 

une congruence ; on peut, en désignant par y un entier indéter- 
miné, la remplacer par l'équation 

ax h- roy = b. 

On est ainsi ramené à un problème traité dans les éléments sous 
le nom d'analyse indéterminée du premier degré. 

On sait que si a et m sont premiers entre eux, toutes les valeurs 
de x qui satisfont à cette équation sont de la forme 

x = x -+- mt, 
c'est-à-dire 

x = x (mod. m). 

La congruence proposée admet donc dans ce cas une solution 

a 
unique ; pour la trouver, on réduit — en fraction continue, et en 

a 

désignant par - Tavant-dernière réduite, on a, la dernière réduite 

a 
étant précisément -i 
m 

ûfA — ma = ± 1, 

et par suite 

a(±bii) — m{±b<x) = b. 

Dans le cas où a et m ont un diviseur commun 8, le problème 

est impossible si 8 ne divise pas 6. Si 8 divise 6, on est ramené 

à l'équation 

a m b 

c'est-à-dire, si Ton veut, à la congruence 

a b l , m\ 

f» s f ( mod yj- 

On a donc à résoudre le même problème ; cette dernière congruence 
a une solution unique a? , mais la congruence proposée admet pour 
solutions distinctes tous les nombres congrus à x suivant le mo- 
dule -r- et incongrus suivant le module m; elle a donc 8 solutions. 



On voit que Ton peut employer pour les modules composés la 
notation de Gauss que nous avons indiquée pour les modules pre- 
miers, mais on doit exclure tous les dénominateurs non premiers 
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avec le module. La solution que nous venons d'indiquer revient 
d'ailleurs à chercher d'abord la valeur du symbole - (mod. m), c'est- 
à-dire à déterminer l'associé a! du nombre a. Dans le calcul fait 
plus haut on a 

Nous pouvons maintenant traiter d'une manière complète le pro- 
blème qui s'était offert à propos des congruences quelconques de 
module composé et qu'on peut formuler ainsi : p, q, r étant des 
nombre premiers entre eux deux à deux, trouver un nombre x qui 

satisfasse aux congruences 

x = « (mod. p), 

x=$ (mod. q), 

x = y (mod. r). 

Nous avons trouvé que x est déterminé par la congruence unique 

{qr+rp H- pq)x = qr* -f- rp$ + pq-f (mod. m = pqr). 

Or, d'après les hypothèses faites, qr -hrp-\-pq est premier avec 
rn; déterminons son associé, c'est-à-dire calculons un nombre m! 

par la congruence 

m f (qr-\-rp-hpq)== 1 (mod. m). 

On aura 

x = qrzm' -+- rpjim' -+- pq^m! (mod. m). 

On voit que la détermination de m est complètement indépendante 
de a, p, y» comme nous l'avions annoncé plus haut. 

On peut mettre la formule obtenue sous une autre forme. Si nous 
déterminons en effet p', q', r 1 par les congruences 

p'{qr -f- rp -h pq) = 1 (mod. p), 

ç'(?r -f- rp + p?) == 1 (mod. q), 

r'(qr -h rp -t- pq) = i (mod. r), 

qui peuvent s'écrire, plus simplement, 

p'qr = 1 (mod. p), 

ç'rp = i (mod. y), 

r'pfl == i (mod. r), 

on aura 

m' = p' + hp, m' = q'-hkq, m! = r'-hlr, 

h, £, / étant des entiers inconnus; il en résulte 

x== •qrzp'-¥-rp$q'-{-pqir , + (h%-+-k$-t-li)pqr (mod. m), 



c = o, 


(mod. p), 


? = 0, 


(mod. q), 


C = ï, 


(mod. r), 




(mod. m). 




(mod. m), 
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ou plus simplement 

x = p'qr* -h ? VpP -+- r'pqy (mod. m). 

On obtient aisément cette valeur de x en remarquant que si Ton 

pose 

É = », r, = 0, 

Ç = 0, i, = p f 

î = 0, ii = o f 

on a 

Or, on trouve immédiatement 

£ = p'gra 
et de môme les valeurs de ^ et ç. 

Il est à peine utile de faire observer que rien ne serait changé à la 
méthode si au lieu de trois nombres p, q, r il y en avait un plus 
grand nombre. 

10. Revenons à V étude des nombres associés dam le cas cTun module 
composé; nous avons dit que a et a' sont associés lorsque Ton a 

aa' = i (mod. m). 

Les nombres qui sont premiers avec le module sont les seuls qui 
possèdent des associés; deux nombres associés sont égaux si en 
désignant par a leur valeur commune, on a la congruence 

a 1 = 1 (mod. m). 

Si cette congruence admet la racine a, elle admet la racine m — a 
et ces deux racines sont distinctes, car si elles ne Tétaient pas leur 
produit serait congru à 1 ; or on a 

a(m — a)= —a* = — i (mod. m) 

et nous supposons m supérieur à 2. 

On conclut très facilement de ce qui précède que si Ton désigne 
par <J* (m) le nombre des racines de la congruence 

x 1 = i (mod. m), 

et par P le produit de tous les nombres premiers avec m et non 
supérieurs à m, on a 

P = (_i)f*(m) (mod. m). 

Cette égalité constitue le théorème de Wilson généralisé. On peut 
chercher directement l'expression de ty(m) (voira ce sujet : Serret, 
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Algèbre supérieure, § 292); nous déduirons sa valeur de la théorie 
générale des congruences binômes qui sera faite plus loin. Nous 

verrons que Ton a 

<Kro) = &+\ 

\i étant le nombre des facteurs premiers impairs distincts de m, et i) 

étant égal à zéro si m n'est pas divisible par 4, à un si m est divisible 

par 4 et non par 8, à deux si m est divisible par 8. 

Il en résulte que ton a 

P = — 1 (mod. m) 

lorsque m est égal à une puissance d'un nombre premier impair, égal 
au double d'une telle puissance ou égal à 4, et au contraire 

P = 4- 1 (mod. m) 

dans tous les autres cas. 

On voit que les nombres inférieurs à m et premiers avec m jouent 
dans cet énoncé le même rôle que les nombres inférieurs au module, 
dans le cas du module premier. On peut aller plus loin dans cet 
ordre d'idées et remarquer que l'ensemble de ces nombres jouit de 
certaines propriétés du système complet des restes dans le cas du 
module premier. 

Par exemple, si on multiplie tous les nombres de cet ensemble 
par un nombre a premier avec m (c'est-à-dire appartenant aussi 
à cet ensemble), on obtient comme produits des nombres tous 
incongrus et de plus premiers avec m. Ce sont donc, dans un 
certain ordre, les nombres de l'ensemble considéré. On voit que 
ces raisonnements sont tout pareils à ceux par lesquels on établit 
le théorème de Fermât ; en continuant à raisonner d'une manière 
analogue, on établit sans peine la formule 

a ?(m) = { (mod. m), 

dans laquelle a désigne un nombre quelconque premier avec m et 
f(m) le nombre des nombres premiers avec m et non supérieurs à m. 

La propriété exprimée par cette formule est ce qu'on appelle le 
théorème de Fermât généralisé. Il est, de même que le théorème de 
Wilson généralisé, beaucoup moins intéressant et moins important 
que la proposition simple. Il ne fournit pas, en effet, de congruence 
qui soit vérifiée pour toute valeur de la variable, sans être une 
identité, tandis que nous verrons que c'est, au fond, ce qui con- 
stitue l'importance considérable du théorème de Fermât. Celui-ci 
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est réellement dans la nature des choses et, dans les chapitres qui 
vont suivre, il s'en présentera, incidemment, plusieurs démonstra- 
tions nouvelles. 



III. — La fonction <?(m). 

41. Nous avons néanmoins tenu à parler du théorème de Fermât 
généralisé, qui a d'ailleurs une certaine importance dans la théorie 
générale des congruences binômes, car il nous donne le premier 
exemple de l'introduction dans une formule d'une fonction arith- 
métique très importante, la fonction <p(m). 

Lorsque m est plus grand que 1, on peut dire que <?(ro) est le 
nombre des nombres premiers à m et plus petits que lui; c'est pour 
pouvoir supposer 

?(i) = *, 

que l'on dit « non supérieurs à m ». 

La fonction <p(ro) va nous arrêter quelque temps, et les considé- 
rations antérieures nous en fourniront les propriétés essentielles. 

La plus simple est exprimée par l'égalité 

o(o*) = <p(o) X •(*), 

où a, b sont deux entiers positifs premiers entre eux, égalité que 
nous allons établir. 

Elle est évidente si l'un des nombres a, b est égal à un ; nous 
supposerons donc les deux nombres plus grands que un. Dès 
lors si l'on considère un nombre entier positif premier à ab et plus 
petit que aé, on pourra le mettre sous la forme ax-ht/, en dési- 
gnant par x le quotient de sa division par a et par y le reste de 
ces deux nombres, x est inférieur h b, y est inférieur à a et pre- 
mier avec a. Inversement, si x est inférieur h b et y inférieur à a 
et premier avec a, ax h- y est inférieur h ab et premier à a. Le 
nombre y peut prendre <p(a) valeurs ; considérons l'une d'elles et 
voyons combien elle fournit pour ax-\- y de valeurs premières 
à b et par suite à ab ; si on donne dans ax -f- y les valeurs 
0, 1, 2, ...,* — 1 à a?, on obtiendra un système complet de 
nombres incongrus (mod. 6) ; parmi ces derniers nombres, il y a ©(6) 
nombres premiers à b ; parmi les nombres que l'on déduit de 
ax-hy en remplaçant x par 0, 1,2, ..., b — 1, il y aura 
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donc aussi ?(6) nombres premiers à ab ; on voit qu'il y aura 
o(a) X <?(6) nombres premiers à ab et inférieurs à ab ; l'égalité est 
démontrée. 

On reconnaît de suite que si m est une puissance p* d'un nombre 
premier p, on a 

il en résulte que si l'on suppose m décomposé en ses facteurs pre- 
miers, 



m = p*q*r^. 



on aura 

?(») = ?(P')?(9')?('- T ) • • • = "»(i " £)(* - \) (* - 7) • • • 

Une autre propriété capitale de la fonction <p va résulter encore 
du même genre de considérations. Si l'on envisage la suite 

0, a, 2a, ..., 

et la suite des restes minima que l'on obtient en en divisant les 

termes par m, la période des restes comprend m termes ou — termes 



suivant que m est premier à a ou admet avec a le plus grand com- 
mun diviseur 8. Ce nombre de termes est dans tous les cas un divi- 
seur de m. 

Inversement, si d est un diviseur de m, il existe des nombres a 
tels que la période des restes ait d termes ; il faut et il suffit en 

effet que le plus grand commun diviseur de a et de m soit 8 = -- , 

CL 

c'est-à-dire que les quotients de m et de a par -r soient premiers 

ad 
entre eux, c'est-k-dire encore que d et — soient premiers entre eux ; 

m 

on devra donc, pour cela, prendre a de la forme -jk, k étant premier 

d 

hd. 

Prenons successivement pour a les valeurs 0, 1, 2, . . , m — 1 ; 
la valeur fournira des restes tous nuls, c'est d'ailleurs la seule 
dans ce cas ; la période des restes ne comprendra qu'un terme. Les 
nombres qui fourniront une période de d termes seront de la forme 

-j-h, k étant premier à d et inférieur à d, afin que -7 k soit inférieur 
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à m, il y en aura <?(d); les nombres qui fourniront une période 
de m restes seront les nombres inférieurs à m et premiers à m. 
En résumé, on a 

m = 1 -h o(d) 4- ç(ef ) H- ... 4- ©(m), 
en désignant par rf, d\ ... les diviseurs de m autres que un et m, ou 

m = Z ? (rf), 
en supposant que d représente successivement tous les diviseurs de m, 
y compris m et un. 

12. On n'aurait aucune peine à vérifier cette égalité, au moyen de 
l'expression connue des diviseurs d d'un nombre m décomposé en 
ses facteurs premiers et de l'expression trouvée antérieurement 
pour <p(m). Tout au contraire, nous voulons déduire de cette for- 
mule l'expression de <?(m), par une méthode assurément plus 
longue et plus difficile, mais qui comporte l'établissement d'une 
formule importante. 

Nous démontrerons d'abord le lemme suivant. Parmi les diviseurs 
d'un nombre m plus grand que un, ne considérons que ceux dont 
les facteurs premiers sont tous différents : le nombre de ceux qui 
contiennent un nombre impair de facteurs premiers surpasse d'une 
unité le nombre de ceux qui contiennent un nombre pair de fadeurs 
premiers. 

Ceci n'est autre chose que cette propriété bien connue : le 
nombre des combinaisons formées avec n objets en prenant un nombre 
impair de ces objets, surpasse d'une unité le nombre des combinaisons 
formées avec les mêmes objets en en prenant un nombre pair. 

Si donc on pose 

puis, en supposant que m soit un entier plus grand que i , 

6m = 

quand le nombre entier positif m contient au moins un facteur pre- 
mier élevé à une puissance plus grande que un, et enfin 

*. = (- if 
quand m ne contient que des facteurs premiers différents, en nombre 
égal à n, on aura 

2e„ = 0, 
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la sommation étant étendue à tous les diviseurs d d'un nombre 
quelconque plus grand que un, y compris ce nombre et Y unité (*). 

Observons en passant, avec Kronecker, que cette égalité contient 
une démonstration de la formule d'Euler 

où, dans le produit infini, p doit prendre les valeurs de tous les 
nombres premiers autres que 1, et où z est un nombre quelconque 
réel ou imaginaire dont la partie réelle est toutefois plus grande 
que un, afin que la série et le produit infini soient absolument con- 
vergents. En effet, en développant le produit infini, on trouve évi- 
demment 



n(»-£)-ië 



et d'ailleurs le produit des deux sférieys 



v -L v lu — v 

2à n * 2à m» ~~ 2à 



(mnf 



est égal à un, car si a est un entier quelconque plus grand que un, 
le terme — y figurera avec un coefficient égal à la somme 2e d éten- 
due à tous les diviseurs du nombre a. 

43. Considérons maintenant un nombre entier positif quel- 
conque m, désignons par f(x) une fonction numérique définie pour 
toutes les valeurs entières et positives de a?, et définissons la fonc- 
tion numérique F(m) par la formule 

(1) F(m) = lf(d), 

où, dans le second membre, la sommation est étendue à tous les 
diviseurs d de m, y compris m et l'unité. 
Nous allons démontrer que Ton a inversement 



(*) En effet l'unité n'intervient pas au nombre des diviseurs de m dans le 
lemme énoncé plus haut, car elle ne renferme aucun facteur premier; en con- 
venant de considérer l'unité comme renfermant zéro facteur premier, c'est-à-dire 
un nombre pair, on remplacerait dans renoncé du lemme : surpasse d'une unité 
par : est égal à. 
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(2) A») = a-F(j); 

si Ton remplace en effet ^l-r) par sa définition, dans le second 
membre, il deviendra 

où le second signe 2 se rapporte à tous les diviseurs d' de -j ; si 

Ton réduit les termes semblables, on voit que f{d') sera multiplié 
par le,, où la sommation s'étend à tous les diviseurs 8 de m tels que 

Y soit divisible par d\ ou que -j, soit divisible par 8, c'est-à-dire à 

tous les diviseurs de -p ; on aura donc 2^ = si d' n'est pas 
égal à m, Se, = ci = 1 si d! est égal à m. On a donc bien 

&JLW*)] = A*). 

Réciproquement, si la fonction numérique f(m) est définie par 
l'égalité (2), la fonction F(ro) satisfera à l'égalité (1) ; la démons- 
tration est la môme. 

Si l'on se reporte à la définition du symbole t m et si l'on suppose 

que le nombre m soit décomposé en ses facteurs premiers, 

m = jpqh*. . . . u x , 

/>, ?, r, . . . , u étant différents, on voit que l'égalité 

F(m) = 2/-(rf) 
équivaut à la suivante : 

\pJ \pqJ \pqrj 

où 2 f(-) est mis pour la somme F/ - j -hF(- J h- F(— )-h - , 

Sf(— J pour la somme f(— J -h f( — J -+- f( — J H , etc. 

En particulier l'égalité 

m = 2 <?(<*) 
équivaut à celle-ci : 

o(m) = m — S- -4- 2 2 h ••• 

v p<? p<f 

--(-?)(*-ï)(*-î)-- 

et l'on voit que légalité 

m = 2 <?((/) 

définit entièrement la fonction numérique <?(w)- 
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Observons encore, relativement à la formule 

9 (m) =m — S— -h 2 2 1 » 

p pq pqr 

qu'elle exprime simplement ce fait évident que, si Ton supprime des 
nombres 4, 2, ..., m les nombres qui ont un diviseur commun 
avec m, il ne restera que les nombres premiers à m. 

Imaginons en effet les nombres 1, 2, . . ., m écrits dans un ta- 
bleau 

(i) -+■!,-+-*, ..., + m 

et tous affectés du signe -k, adjoignons à ce tableau celui des nombres 



— Pi — 2 P. — 3p, ••.., —~Pi 

m 

— y, — 2y, — 3ç, , — -q, 



dont chaque ligne est obtenue en plaçant le signe — devant un des 
multiples de l'un des nombres p, q, r, ... qui sont au plus égaux 
à m ; adjoignons-y encore le tableau 



m 



-hp?, -b2/>0, -h3p?, , H pq 



(3) 

-bpr, -+-2pr, -b3pr, ...., +—pr, 



vr 

m 
pr' 



dont chaque ligne est obtenue en mettant le signe + devant un 
multiple de l'un des produits différents obtenus en prenant deux des 
nombres p, 9, r, . . . , multiple qui doit être au plus égal à m ; 
adjoignons-y encore le tableau 



— pqr, — 2p ? r, - 3pqr, ...., —JjL pqr , 

— pqs, —2pq$, -3pqs, ...., — ^-pqs, 



et ainsi de suite, en alternant les signes à chaque tableau, jusqu'à ce 
qu'on ait épuisé toutes les combinaisons une à une, deux à deux, ..., 
n à n des n lettres p, q,r, . .., u. Dans le tableau final (T) les 
nombres premiers à m ne figureront qu'une fois, dans (i), avec le 
signe H- ; considérons maintenant un nombre A non premier avec 



28 THÉORIE DES NOMBRES 

m, et non supérieur à m, qui ait avec m exactement k facteurs 
premiers distincts communs, savoir p, y, r, . . ., t : A figurera une 
fois dans (i) avec le signe + ; il figurera dans les p lignes de (2), 
à savoir les lignes qui contiennent les multiples de /?, de y, . . . , ou 
de /; A figurera C{ fois dans (3), à savoir dans les lignes qui con- 
tiennent les njultiples du produit de deux des nombres p, q, ...,*; 
etc.. En résumé, si dans le tableau final, on réduisait les termes 
semblables comme dans une addition, A figurerait avec le coeffi- 
cient 

i — Ci-hCl— CJ+ ... =0. 



Il suffit maintenant d'observer que les tableaux partiels (1), (2), 
(3), . . . contiennent respectivement m, V — > V— 1 - • . termes 
pour obtenir l'expression développée de <p (m) 






14. Cette démonstration nous a appris quelque chose de nou- 
veau, en nous montrant comment on peut constituer r ensemble des 
nombres 1, 2, . . , m qui ont un diviseur commun avec m ; nous 
allons l'appliquer immédiatement, ainsi que le théorème du para- 
graphe précédent, à l'équation binôme 

a™ — 1 = 0, 

en conservant les mômes notations pour le nombre m supposé dé- 
composé en ses facteurs premiers. 

En posant — 

ar* = e m , 

on a 



ar w — i = JJ(a? — ar*); 



A=l 



et en observant que Ton a, par exemple, 



_m 
~P 



IJ(* — Xkp) = X' — i, 



*=1 



la démonstration précédente montre clairement que l'expression 

11 VrS" — l/llVa*^* —«/... 



m (*) = («"-!) ■ 



nu*— ijnu^— *]-.. 
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où ll\x'' — 1/ est le produit des facteurs x* — i, x' — i, ..., 



nU_,) 



où JLJL\xw — 4/ est le produit des facteurs x«— 1, x*" — i, ..., 
etc., n'est autre chose que le produit des facteurs x — xm pour 
lesquels k est premier à m. 
Si l'on pose maintenant 

F(ro) = log(x»«-i), 
f(m) = log 6(x), 



on aura 



n*) = 2^f (;). 



la sommation étant étendue à tous les diviseurs de d et le symbole 
t d ayant le sens déjà défini; on en conclut 

et par suite 

x*-i=JJe d (x), 

chacun des facteurs d (x) ne contenant plus que les facteurs premiers 
relatifs aux racines primitives de l'équation X* 1 — 1. 
On a par exemple 

* 60 ~ i = h> K G.o o 13 o lt o 10 e 6 e 8 o v e 3 e, o t ; 
en posant 

6 60 = x l6 -hx u — x 10 — x 8 — x 6 4-x* + i, 

ô 80 = x 8 -H x 7 — x* — x* — x 3 -h x -h i, 

O 20 = x 8 — x* -f- x* — x* -h I, 

6 I5 = x 8 — x 7 -f-x 5 — - x 4 4-x* -x-hi, 

IO = x 4 — x 3 -+-x* — x-M, 
6 = x 2 — x-M, 
6 5 = x 4 -f-x s -f-x i -hx-h 1, 
4 = x 8 t+-1, 
6 3 = a? 8 -f-x-t-i, 

e a = x+i, 

0, =x- 1. 



CHAPITRE II 
DES CONGRUENCES DE MODULE PREMIER 



I. — Divisibilité suivant un module premier. 

15. Nous allons aborder maintenant la théorie générale des con- 
gruences, en insistant tout particulièrement sur le cas du module 
premier. Nous avons vu en effet qu'on pouvait, en pratique, ramener 
tous les cas à celui-là ; ce n'est d'ailleurs pas une raison suffisante 
pour écarter complètement l'étude théorique du cas général, car, 
lorsqu'on résout un problème en le décomposant en d'autres pro- 
blèmes plus aisés à aborder, la vraie nature de la solution échappe 
souvent. Mais, en fait, dans ce qu'on peut appeler la théorie générale 
descongruences, par analogie avec ce qu'on nomme théorie générale 
des équations, l'étude des modules premiers est de beaucoup la plus 
intéressante, précisément parce que l'analogie avec la théorie des 
équations y est très grande. Un exemple fort simple le fera bien 
comprendre et en môme temps fera pressentir les difficultés qu'on 
rencontrerait dans une étude du cas des modules composés. 

Considérons la congruence 

(x — i){x — 3) = (mod. 7). 

D'après une remarque déjà faite, le produit (a? — i){x— 3) ne 

peut être nul (mod. 7) que si l'un de ses facteurs est nu/(mod. 7) [nous 

disons, pour abréger le langage et surtout pour le rendre plus 

expressif : nul (mod. 7), au lieu de : congru à zéro suivant le module 1 

ou divisible par 7]. La congruence proposée a donc seulement deux 

racines, qui sont 

x = 1 (mod. 7), 

xez3 (mod. 7). 

Considérons maintenant la congruence 

[x — i)(x — 3) = (mod. 12). 
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On vérifie sans peine qu'elle admet les quatre racines 

x=i 

x==3 

(mod. 12). 
x = 7 

x = 9 
De même, la congruence 

(*_i)(*_4) = (mod. 9) 

admet les trois racines 

' x=i 

x = 4 (mod. 9). 

x = l 

On voit que, dans le cas du module premier, l'analogie de la 
congruence considérée avec une équation du second degré ayant ses 
deux racines réelles, est aussi parfaite que possible ; il en est tout 
autrement dans le cas du module composé. Aussi, allons-nous nous 
occuper exclusivement des modules premiei's. 

16. L'exemple que nous venons de donner, et aussi l'analogie 
pressentie et cherchée avec la théorie des équations, conduisent à 
penser que la théorie générale des congruences a pour base une 
théorie de la divisibilité analogue à celle qui est faite en Algèbre 
pour les polynômes. C'est en effet d'une étude de la divisibilité, 
faite au point de vue spécial des congruences^ que nous allons nous 
occuper tout d'abord ; c'est ce que nous appellerons la théorie de la 
divisibilité suivant un module premier. 

Si l'on voulait faire une théorie de la divisibilité des nombres 
entiers par rapport à un module premier p, elle serait tout de suite 
terminée : tout d'abord, si l'on traite les nombres congrus (mod. p) 
comme égaux, il n'y a plus qu'un nombre fini de nombres distincts, 
à savoir les nombres 0, 1, 2, . . ., p — 1. Le théorème: un produit 
de deux facteurs ne peut être nul (mod. p), c'est-à-dire divisible 
par p, que si l'un des facteurs est nul (mod. p) subsiste, ainsi que 
ses conséquences; mais tout nombre doit être regardé comme 
divisible (mod. p) par un nombre quelconque non nul (mod. p), 
puisque si a n'est pas nul (mod. p), la congruence 

ax = b (mod. p) 
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admet une solution, en sorte qu'il n'y a rien de pareil aux nombres 
premiers. 

Les nombres distincts et différents de (mod. p), c'est-à- 
dire les nombres 1, 2, . . . , p — 1 forment un groupe /înî, 
c'est-à-dire que le produit de deux quelconques d'entre eux est 
congru à un de ces nombres (mod. p), et c'est à cette proposition 
jointe à ce fait qu'un produit de deux facteurs ne peut être nul que 
si l'un des facteurs est nul, que se rattache la démonstration du 
théorème de Fermât. 

Au contraire la théorie de la divisibilité des polynômes par rapport 
à un module premier p va nous fournir les analogues des théories 
du plus grand commun diviseur, des nombres premiers, etc. . . 

Rappelons que, sauf indication expresse du contraire, tous 
les polynômes considérés sont à coefficients entiers. Comme nous 
l'avons déjà expliqué, nous dirons qu'un polynôme f(x) est identi- 
quement nul (mod. p) lorsque tous ses coefficients sont divisibles 
par p; et qu'un polynôme f(x) admet la racine x = a (mod. p) 
si /"(a) est nul (mod. /*), c'est-à-dire est divisible par p. 

La proposition fondamentale qu'un produit de deux nombres ne 
peut être nul (mod. p) que si un des facteurs est nul s'étend sans 
peine aux polynômes : Le produit de deux polynômes f(x) et g(x) ne 
peut être identiquement nul (mod. p) que si un des facteurs est identi- 
quement nu/ (mod. p). 

En effet, si f et g ne sont pas identiquement nuls (mod. p), or- 
donnons-les par rapport aux puissances décroissantes de x et 
désignons par F et G les premiers coefficients qui ne soient pas 
nuls (mod. p) ; le terme du degré le plus élevé dans le produit, après 
suppression des termes à coefficient nul (mod. p), aura un coeffi- 
cient congru à FG (mod. p) et par suite non nul (mod. p). Le pro- 
duit n'est donc pas identiquement nul (mod. p). 

Si nous convenons, comme il est naturel, de ne pas tenir compte, 
en évaluant le degré d'un polynôme, des termes dont les coefficients 
sont nuls (mod. p), nous voyons que si l'on a 

f(x)g{x) = ? ( x ) (mod. p), 

le degré de f (a?) est égal à la somme des degrés de f et de g. Nous 
dirons que <?(*) est divisible par f{x) (mod.p); g (x) est le quotient 
(mod. p) de y(x) par f(x). 

Gomme dans la suite de ce chapitre il sera presque exclusivement 
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question de polynômes nuls (mod. p) ou divisibles l'un par l'autre 
(mod. p), etc., nous sous-entendrons souvent Pindication « (mod. p) ». 
Les détails dans lesquels nous sommes entrés jusqu'ici rendront 
sans doute toute confusion impossible. Ainsi lorsque nous dirons 
simplement que f(x) est divisible par <p(x), il faudra sous-entendre : 
(mod. p); lorsque nous voudrons dire que f(x) est divisible par 
cp(ar), au sens ordinaire de l'algèbre, nous emploierons l'expression: 
« algébriquement divisible ». 

Cela posé, nous allons montrer tout d'abord que, éta n t donnés deux 
polynômes f(x) et<p(a:), et le degré de © étant inférieur au degré de /*, 
on peut toujours déterminer des polynômes Q(x) et R(a?) tels que 

l'on ait 

rt*) = ?(*)Q(*) + R(*), 

le degré de R(a?) étant inférieur à celui de <p(x). On suppose, bien 
entendu, que <p(j?) n'est pas identiquement nul. 

Il est clair que si le coefficient du terme de degré le plus élevé 
dans <p(a?) est égal à l'unité, il suffit d'effectuer la division algébrique 
de f(x) par o(x) pour obtenir un résultat de cette forme. En effet, 
d'après la règle de la division, on n'aura jamais à écrire que des 
nombres entiers. 

Il est facile de ramener à ce cas particulier celui où le premier 
coefficient de <?(x) a une valeur quelconque a (non nulle). Soit a! 
l'associé de a; a'o(x) sera congru à un polynôme m(x) dans le- 
quel le premier coefficient sera égal à l'unité. Divisons f(x) par 
w(x)\ nous aurons 

f(*) = w(*)S(*)-f-T(*), 
d'où 

f(x) = <?(x).a'S(x)+T(x). 

On peut d'ailleurs procéder différemment ; il suffit de multiplier 
f(x) ou chaque dividende partiel par un nombre tel que la division 
soit possible sans introduire de fraction ; on obtient ainsi une égalité 

de la forme 

Afl*) = ?(*).S(*) + T(*), 

et si nous désignons par A' l'associé de A, nous aurons 

f{x) = ?> (x).A f S(*) + ÀT(*). 

Enfin, il est clair qu'on peut également effectuer la division algé- 
briquement, sans s'inquiéter des nombres fractionnaires, et dans le 
résultat final, considérer ces nombres fractionnaires comme des 

THÉOMC DBS NOMBRES. 3 
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symboles et les remplacer par les nombres entiers équivalents, 
ainsi que nous l'avons expliqué dans la théorie des congruences du 
premier degré. Ce procédé serait surtout avantageux si Ton avait à 
effectuer une môme division suivant plusieurs modules différents. 
Par exemple, on a algébriquement 

4x 8 + l = (2x-l)(2x 8 + x + ^-+-~. 
Donc en remarquant que Ton a 

? = (mod. 3), 

| = 2 (mod. 3), 

on en conclut 

*r 8 -h i = (2x - 1 )(2a?« -f- x -b 2) (mod. 3). 

De môme, en tenant compte des congruences 

| = 5 (mod. 7), 

1=4 (mod. 7), 

on aurait 

4* 3 -M = (2s — i)(2x , -har-h4)+5 (mod. 7). 

17. Le théorème fondamental sur lequel repose, comme en 
algèbre, toute la théorie du plus grand commun diviseur est le sui- 
vant : 

Lorsqu'on a mis, comme il vient (F être expliqué, f(x) sous la forme 

f[x) = o(x)Q{x) + K(z), 

les diviseurs communs à f et à <? sont les mêmes que les diviseurs com- 
muns à o et h R. 

La démonstration s'appuie de môme qu'en algèbre sur des théo- 
rèmes élémentaires qu'on peut résumer ainsi : le polynôme © (x) 
divisant f(x) et g(x) divise aussi kf-\-Bg, A et B étant deux nom- 
bres ou polynômes quelconques. Il semble inutile de s'attarder plus 
longuement sur ces éléments ; contentons-nous d'énoncer les pro- 
positions essentielles, en indiquant seulement les différences des 
démonstrations avec celles que l'on donne en algèbre. 

Il résulte clairement du théorème fondamental que pour que f(x) 
soit divisible par ©(x), il faut et il suffit que R(x) soit identique- 
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ment nul ; car R(x) est de degré inférieur à celui de <?. (On aurait 
pu aussi déduire ce résultat de la théorie algébrique de la division). 

On voit également qu'il existe ici un algorithme du plus grand 
commun diviseur, en tous points semblable à celui qui est connu 
en algèbre et en arithmétique élémentaire. Les diviseurs communs 
à deux polynômes sont aussi tous les diviseurs de leur plus grand 
commun diviseur. 

Enfin il résulte également de la suite même des opérations qu'on 

exécute que si des polynômes f et g de degrés m et n ont un plus 

grand commun diviseur D de degré n, il existe des polynômes f x 

et g u dont les degrés respectifs sont inférieurs à m — jjl et n — \i 

et tels que Ton ait 

f 9i ^gf x = D. 

En particulier si D est une constante, c'est-à-dire si les polynômes 
sont premiers entre eux y il existe des polynômes /i et g t de degrés 
au plus égaux km — { et n — 1 et tels que Ton ait 

comme on le voit en multipliant les deux membres de la congruence 
précédçnte par l'associé de D. 

Les propriétés du plus grand commun diviseur permettent de 
démontrer comme en arithmétique ou en algèbre toutes les propo- 
sitions relatives à la divisibilité ; par exemple : on ne change pas le 
plus grand commun diviseur de deux polynômes, en multipliant l'un 
d'eux par un polynôme premier avec l'autre, et en particulier : si un 
polynôme divise un produit de deux facteurs et est premier avec l'un 
d'eux, il divise l'autre. Signalons encore ce théorème très important : 
si un polynôme est divisible par plusieurs autres premiers entre eux 
deux à deux, il est divisible par leur produit. ■ 

Pour compléter l'analogie de cette théorie avec celle de la divisi- 
bilité des nombres entiers, il nous reste à introduire la notion qui 
correspond à celle de nombre premier, c'est-à-dire de nombre n'ad- 
mettant pas d'autres diviseurs que lui-môme et l'unité. Nous appel- 
lerons polynôme irréductible^ un polynôme qui n'admet que des divi- 
seurs d'un degré égal au sien ou de degré zéro, c'est-à-dire qui ne 



(•) Il s'agit, bien entendu, de Y irréductibilité suivant le module p par rapport 
auquel on considère les congruences ; nous supprimons les mots (mod. p), comme 
on la expliqué au § 16. 
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peut pas être décomposé en un produit de deux facteurs polynômes. 
Il est sûr que les polynômes du premier degré satisfont à cette défi- 
nition ; mais il est facile de constater qu'ils ne sont pas les seuls. 
Considérons par exemple le polynôme a: 8 — 2 (mod. 7). Il est 
clair que, si ce polynôme n'est pas irréductible, il admet au moins 
un diviseur du premier degré. Or, si Ton avait 

a; 8 — 2 = (ax -+- b)(<ix* -h P*-f- y), 

on pourrait poser, a n'étant certainement pas nul (mod. 7), 

x = (mod. 7), 

a 

et il en résulterait 

X* — 2 = (mod. 7). 

Or on voit aisément que x* — 2 ne peut pas être divisible par 7, 
quelque valeur entière que Ton donne à x . Il suffit pour s'en con- 
vaincre, de chercher, par la méthode de tâtonnements dont il a été 
déjà question, les racines de la congruence 

x 9 — - 2 = (mod. 7). 

On constate qu'elle n'en a pas. Le polynôme donné est donc irré- 
ductible (mod. 7). 

II. — Polynômes irréductibles. 

18. La propriété caractéristique des polynômes irréductibles est 
la môme que celle des nombres premiers : Si f est un polynôme 
irréductible et F un polynôme quelconque, ou f divise F, ou f est 
premier avec F. On en conclut qu'un polynôme irréductible ne 
peut diviser un produit de facteurs que s'il divise au moins Cun des 
facteurs , ce qui permet d'énoncer la condition pour que deux produits 
de facteurs irréductibles soient divisibles l'un par l'autre et de mon- 
trer qu'un polynôme ne peut être décomposé que d'une seule manière en 
produit de facteurs irréductibles. (Nous faisons, bien entendu, abs- 
traction des facteurs numériques). 

Il est facile de se rendre compte, au moins théoriquement, de 
quelle manière on peut eflectuer cette décomposition. Il y a p po- 
lynômes irréductibles distincts du premier degré: a?, o?-f-i, 
x 4- 2, ..., x -+- p — i ; on cherchera d'abord si le polynôme pro- 
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posé est divisible par l'un d'eux et on effectuera la division, si 
elle est possible ; on opérera de même sur le quotient et on conti- 
nuera ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un quotient qui ne soit plus 
divisible par aucun des polynômes irréductibles du premier degré ; 
on aura mis ainsi le polynôme donné f{x) sous la forme 

f{x) = {x -+- «,)(* -+- et,) . . . (x -+- a k ) f x (ar), 

f x (x) n'admettant plus que des facteurs irréductibles d'un degré su- 
périeur au premier. 

On pourrait diviser successivement f x {x) par tous les polynômes 
irréductibles du second degré, puis du troisième, etc., mais ce pro- 
cédé exige que l'on connaisse ces polynômes. Si on ne les connaît 
pas, on divisera f x {x) par les p % polynômes distincts du second 
degré, sans se préoccuper s'ils sont ou non irréductibles ; si f x (x) 
est divisible par l'un d'eux, celui-là est certainement irréduc- 
tible, car sinon il admettrait un diviseur du premier degré, lequel 
diviserait /i(ar), ce qui est contraire à l'hypothèse. (Ces p % polynômes 
distincts du second degré s'obtiennent en donnant séparément à a et 
p, dans l'expression x 9 -h ax -+- p, p valeurs formant un système com- 
plet de nombres incongrus). On passera de môme aux diviseurs du 
troisième degré après avoir épuisé ceux du second, et ainsi de suite 
jusqu'à ce que l'on arrive à un polynôme g(x), de degré A, qui ne 

soit divisible par aucun polynôme de degré inférieur ou égal à - ; 

ce polynôme g(x) sera nécessairement irréductible. 

On peut d'ailleurs montrer que le nombre des polynômes irré- 
ductibles est illimité par un raisonnement tout à fait pareil à celui 
par lequel on démontre que la suite des nombres premiers est illi- 
mitée. Comme le nombre des polynômes distincts de chaque degré 
est limité, on en conclut qu'il existe des polynômes irréductibles 
dont le degré dépasse tout nombre donné à l'avance. Nous démon- 
trerons plus loin qu'il existe des polynômes irréductibles de tousles 
degrés. 

19. Ces résultats étant acquis, nous pouvons aborder l'étude des 
congruences en général. Si nous cherchons à continuer l'analogie de 
cette théorie avec l'algèbre, la proposition suivante s'offre d'abord 
à nous : Pour qu'une congruence 

f{x) = (mod. p) 
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admette la racine x = a, il faut et il suffit que son premier mem- 
bre soit divisible par x — a. 
En effet, on a, algébriquement, 

f(x) = (x-a)Q(x)+f(a). 
Donc on a 

f(x) = (x- a)Q(x) + f(a) (mod. p), 

formule qui pouvait d'ailleurs être établie directement et d'où Ton 
déduit le théorème énoncé. Il résulte de là qu'une congruen ce irréduc- 
tible (c'est-à-dire dont le premier membre est un polynôme irréduc- 
tible dont le degré dépasse l'unité) n'a pas de racines (*). 

En général on peut dire que : le nombre des racines d'une congruence 
est égal au nombre des facteurs irréductibles du premier degré de son 
premier membre (on tient compte, bien entendu, des facteurs multiples 
en attribuant aux racines correspondantes un degré de multiplicité). 

Une congruence ne peut donc avoir plus de racines qu'il n'y a 
d'unités dans son degré. Par exemple, la congruence 

ar*-h 2^ — 3 = (mod. 7) 

a trois racines ; car on a 

a? 8 -h 2*« — 3 = (x — i)*(x — 3) (mod. 7) ; 

au contraire la congruence 

or 8 -h 5a? 2 4- x — 2 = (mod. 7) 

a une seule racine, car on a 

ar 8 -h5x 8 -*-a: — 2 = (x*-M)(a? — 2) (mod. 7) 

et le binôme ar a -h 1 est irréductible (mod. 7). 

On voit l'importance qu'il y aurait à connaître une méthode directe 
permettant de trouver sans tâtonnements les facteurs irréductibles 
du premier degré d'un polynôme donné. Nous supposerons que tous 
ces facteurs du premier degré sont simples ; on verrait en effet facile- 
ment qu'on peut transporter ici sans modification la méthode dite « des 
racineségales».On voit immédiatement, en effetque lorsque deux po- 
lynômes sont congrus, il en est de môme de leurs dérivées d'ordre 
quelconque, et l'on peut de plus ajouter que cette proposition sub- 

(*) Il semble, au premier abord, qu'il y ait là une différence très profonde avec 
l'algèbre ; il ne faut pas trop s'en étonner ; nous n'avons en effet encore rien intro- 
duit qui corresponde a la notion des nombres algébriques; nous verrons plus loin 
qu'en réalité, il y a ici avec l'algèbre une différence moins grande qu'il ne paraît 
tout d'abord. 
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siste, si on remplace les dérivées d'ordre k par leur quotient par */ 
Il suffit, en effet, de remarquer que ^-~- est par définition le coef- 
ficient de h h dans le développement de f(x -+- h) suivant les puis- 
sances croissantes de h (*). 

Considérons donc un polynôme f(x) n'ayant que des facteurs 
simples du premier degré ; il est clair que le produit de ces facteurs 
est le plus grand commun diviseur du polynôme proposé et du 
polynôme 

o(x) = x(x+\)(x-\-Z) . . . (or-4-p — I). 

Si nous posons 

o(x) = xv+ A,***- 1 + A,**- 2 -h . . 4- A^t*, 
et par suite, 



-h A^ s x 2 -h Ap_j 2a?-hA^_s 

nous aurons, en écrivant l'identité 

*©(*-*- i) = (a?-f- p) <?(*), 
les relations 

A J + pA, = A I + ?^A, + fci), 

1 i 

A a- «A - A -^"'a » (P-O^-^ a i P(P- { )(P-V 
Ai-hpAî = A 3 4 — A 2 4 — Ai H j-y^ ' 



pA^_ t = A^, 4- Ap__j -h . . . -h A a -h Ai -h \ , 

(*) Une petite difficulté se présente dans la méthode des racines égales lorsque, 
les exposants de tous les termes d'un polynôme f(x) étant des multiples de p, 
l'{x) est identiquement nul (mod. p). On voit facilement que dans ce cas, on 
doit supprimer les facteurs p introduits par la dérivation ; si tous les exposants 

dans f(x) sont divisibles par p a , on considérera — f(#) au lieu de f(x). 
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qui permettraient de calculer de proche en proche les coefficients A. 
Au lieu de faire ce calcul, nous remarquerons que l'expression 

p(p-lfr-8)..,(p-* + l) 

Ti 

qui, comme on le sait, est un nombre entier, est divisible par p 
lorsque p est un nombre premier; en effet, k étant inférieur à p, 
le facteur premier p entre une fois en facteur au numérateur 
et n'entre pas au dénominateur. Il résulte alors de nos équations 

f A t = 
i A 2 = 0, 



(mod. p), 



et par suite 



A^_ 2 = 0, 
A^_i = — 1, 



o (x) = x p — x (mod. p). 

Nous aurions pu facilement prévoir ce résultat; en effet, d'après 
le théorème de Fermât, la congruence 

x? — x = 

admet les p racines distinctes 0, 4, 2, . . ., p — 1, ou 0, — 4, 

— 2, ... , — p -f- 1 ; on a donc 

** — x = (x+p— i)(a?-f-p — 2) ... (x + 2)(ar-M)x. 

Ce calcul constitue d'ailleurs une nouvelle démonstration du théo- 
rème de Fermât, ayant pour base la formule du binôme et la re- 
marque faite sur ses coefficients. Il existe une démonstration plus 
simple fondée sur le même principe ; on a 

(a -f- b) p = a* 4- b*> (mod. p), 

d'où 

( a + ^-(a + J) = a^-a + ^-ô (mod. p). 

Le théorème de Fermât est donc vrai pour la somme de deux nom- 
bres, lorsqu'il est vrai pour ces deux nombres ; comme il est vrai 
pour Vunité, il est toujours vrai. 
La formule identique 

(* -h 1) ... (x -+- p — 1) = x*-« — 1 (mod. p) 
conduit également à plusieurs autres conséquences intéressantes; en 
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égalant les termes constants dans les deux membres on obtient 

i.8...(p — i) = — i (mod. p), 

c'est-à-dire le théorème de Wilson. En égalant les coefficients des 
diverses puissances de x on voit que les autres fonctions symé- 
triques élémentaires (sommes des produits A à A; A<p — 1) 
des p — 1 premiers nombres entiers sont divisibles par p. En se 
servant des formules de Newton, qui donnent les sommes des 
puissances semblables de plusieurs quantités en fonction de leurs 
fonctions symétriques élémentaires, on reconnaît que la somme des 
m iéme* puissances des p — 1 premiers nombres entiers est divi- 
sible par p, à moins que m ne soit un multiple de p — 1. 

Ainsi pour trouver le produit de tous les facteurs du premier 
degré d'un polynôme, pris chacun une seule fois, il suffit de cher- 
cher le plus grand commun diviseur de ce polynôme et de x* — x 
(ou, si Ton veut, de x*-* — 1, en supprimant la racine nulle, ce 
qu'on peut toujours faire). Le degré de ce plus grand commun 
diviseur est égal au nombre des racines inégales de la congruence 
obtenue en égalant ce polynôme à zéro. 

Comme application, cherchons le nombre des racines de la con- 
gruence 

x" — D = (mod. p), 

en supposant que n soit un diviseur de p — 1. 
Posons p — 1 = n8 ; nous avons 

x?- 1 - l=ar n8 --l=(x n — DXx^^+Di^-^-K ..-f-D^'arM-D 8 -' )-t-D 8 — 1 . 

Donc si Ton a 

D 8 = 1 (mod. p), 

le plus grand commun diviseur est x n — D et la congruence pro- 
posée a n racines. Au contraire, si l'on n'a pas 

D 8 = i (mod. p), 

la congruence proposée n'a aucune racine. 

Il convient d'énoncer, à cause de sa grande importance, cette 
conséquence évidente des propositions déjà démontrées : si une 
congruence a autant de racines qu'il y a d'unités dans son degré, il en 
est de même de toute congruence dont le premier membre est un diviseur 
du premier membre de la congruence proposée. 

Il est aisé de voir que l'analogie de la théorie précédente avec la 
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théorie des équations serait complète si Ton excluait de cette 
dernière le concept de nombre algébrique. Si Ton ne considère, en 
effet, que les racines entières ou fractionnaires des équations, 
chaque équation algébrique entière à coefficients entiers a tout 
juste autant de racines que son premier membre admet de diviseurs 
rationnels du premier degré. 

Ce point de vue un peu étroit a été depuis longtemps abandonné 
en algèbre ; les recherches de Galois (1831) permettent aussi, dans 
la théorie des congruences, de se placer à un point de vue plus 
élevé. 

III. — Théorie des congruences au point de vue de Galois. 

20. Soit d'une manière générale f(x) = (mod. p) une congruence 
dont nous supposons le premier membre irréductible (mod. p)- 
Nous supposons donc qu'il n'existe aucune identité de la forme 

f(x) = ?(x) Q{x) + pR{x) 

où les polynômes P, Q, R sont à coefficients entiers. 

11 n'existe aucun entier qui, mis à la place de a?, vérifie la con- 
gruence. Galois a été conduit par là à introduire dans le calcul de 
nouveaux symboles, suivant les mêmes règles de calcul que les en- 
tiers ordinaires, et vérifiant chacun une congruence de cette nature. 
Nous développerons dans une Note la conception de Galois d'une 
manière précise et systématique ; pour le moment, nous observons 
que le calcul d'un symbole i pour lequel on a, par définition, 

flî) = (mod.p) 

est au fond identique avec celui d'un entier indéterminé t, si Ton 
convient de négliger les multiples de f(i) : en d'autres termes, c'est 
l'étude des polynômes entiers en a: et i à coefficients entiers, en 
négligeant à la fois les multiples de p et de f(i). 

On est amené ainsi à un point de vue auquel Kronecker s'est 
constamment placé, en lui donnant d'ailleurs une grande extension; 
voici comment, de ce point de vue, se présente la théorie des 
imaginaires de Galois. Etant donnés un nombre entier p et un 
polynôme /'(r), on dira que deux polynômes <p(z), ty(z) sont congrus 
suivant le système de modules p, f (z), et l'on écrira 

?(*} = *(*) [modd. p, /(z)], 
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lorsque la différence <p(z) — <|>(z) pourra se mettre sous la forme 
Ap -h B/*(z), A et B étant des polynômes entiers en z. (11 est à peine 
utile de rappeler que tous les polynômes que nous considérons 
doivent avoir leurs coefficients entiers.) Cette définition revient à 
dire que la différence <p(z) — ty(z) est divisible par f(z) suivant le 
module p. On voit de suite que, relativement à l'addition et la 
multiplication, les congruences suivant un système de modules sui- 
vent les mômes lois que les égalités ordinaires, ou que les con- 
gruences ordinaires relatives à des nombres et à un seul module. 

Les congruences qu'on vient de définir sont l'analogue des con- 
gruences entre des nombres ; on peut de même considérer des con- 
gruences [suivant le système de modules p, f(z)] qui contiennent 
des inconnues. Soit F(ar, z) un polynôme entier en x et z ; on appel- 
lera solution de la congruence 

F(*,*)=0 [modd. p, /■(«)], 

tout polynôme <p(z) tel que le polynôme obtenu en mettant <?(s) 
à la place de x dans F (a?, z) soit congru à suivant le système de 
modules p, f(z), c'est-à-dire divisible par f(z) (mod. p). 

Ces définitions admises, et regardant maintenant la lettre i 
comme une indéterminée que nous écrirons à la place de z, 
p étant un nombre premier, et le polynôme f{x) étant supposé ir- 
réductible (mod. p), nous appellerons imaginaire de Galois tout 
polynôme en i ; deux imaginaires de Galois <p(i), ty(i) seront dites 
égales quand on aura, au sens précédemment défini, 

<?« = *(*) [modd. p, As- 

soit F(j?) un polynôme en x dont les coefficients peuvent être 
des imaginaires de Galois ; la congruence 

F(t) = [modd. p, f{i)] 

admettra la solution cp(i) si le polynôme F[<p(i)] est nul [modd. p, 
f(i)] ; dans Ce sens il est clair que la congruence 

f(x) = [modd. p, f(i)] 

admet la solution x = t. La congruence f(x) = est dite fon- 
damentale. 
D'après les hypothèses faites sur le symbole i, nous pourrons à 

l'aide de l'équation 

f(i) = (mod. p) 
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ramener toute imaginaire de Galois à la forme 

g = a -h a t i -h a 2 i 2 -H ... -h a^i"-* (mod. p), 

en désignant par n le degré de f(i) et par a , a lt . . ., a^x des 
nombres entiers que nous pouvons supposer compris entre et 

P-4- 

11 n'y a donc qu'un nombre limité d'imaginaires distinctes, à 

savoir, par exemple, les imaginaires qui se déduisent de l'expression 

a -+-a,i-h .. 4-a„_ l i n - 1 

en donnant à a , a n . . ., a n _, les valeurs 0, 1, 2, . . ., p — 1, 
ce qui fournit p n imaginaires distinctes [modd. p, /"(t)], dont une 
seule est nulle [modd. p, f(i)]. 

La propriété que possède un polynôme irréductible, de ne 
pouvoir diviser un produit de facteurs sans diviser au moins l'un 
des facteurs devient, avec les conventions de langage que nous 
avons faites : un produit de facteurs réels ou imaginaires ne peut être 
nul que si Vun des facteurs est nul. [Nul signifiant congru à zéro sui- 
vant le double module p, /"(*)]. 

Il en résulte que si A et B sont deux imaginaires distinctes, dont 
la première n'est pas nulle [modd. p, f(i)], et si dans Aar-f-B, on 
substitue, à la place de ar, p n imaginaires distinctes, on aura p* 
imaginaires distinctes ; il y a donc une imaginaire et une seule 
qui satisfait à la congruence 

Àar ■+- B = [modd. p, /*(«)], 

c'est-à-dire que, suivant le système de modules p, /*(»), une imagi- 
naire quelconque est divisible par une imaginaire quelconque non 
nulle. 

L'ensemble des imaginaires distinctes et non nulles constitue un 
groupe limité, en ce sens que le produit de deux éléments du groupe 
est un élément du groupe. En particulier si dans l'expression Àar, 
où A n'est pas nul, on met à la place de x tous les éléments de ce 
groupe, on retrouve tous les éléments du groupe ; et on obtient, 
comme dans la théorie des nombres entiers, le théorème qu'exprime 
la congruence 

XP n -i _i=o [modd. p, /•(*)]; 

il en résulte que l'on a, quelle que soit l'imaginaire de Galois À, 

A* n — A = [modd. p, /(*)] f 
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ce qui revient à dire que, quel que soit le polynôme 8 (or), le poly- 
nôme 

e^(ar) — t(x) 

est divisible (mod. p) par f(x) pourvu que le polynôme de degré 
n f(x) soit irréductible (mod. p). 

A chaque imaginaire A correspond aussi une imaginaire asso- 
ciée A' telle que Ton ait 

AA' = i [modd. p, f{i)], 

et cette remarque conduit aisément à une généralisation du théo- 
rème de Wilson. 

21. Ceci posé, conservons toujours le môme sens à p et à f{i). 
Si <p {x) est un polynôme entier en x et i , on dira que l'imaginaire 
8 (t) est une racine de la congruence 

<p(*)s=0 [modd. p, f(i)], 

si en remplaçant dans ? (x), xpar 6(t), la congruence est vérifiée. 
Un polynôme o(x) est identiquement nul [modd. p, f(i)] si tous 
ses coefficients sont nuls [modd. p, f(i)] ; deux polynômes entiers 
en x et i sont congrus [modd. p, f(i)] si leur différence est iden- 
tiquement nulle [modd. p, f(i)]. 

Le produit de deux polynômes, «p (a?) et <!>(*), entiers en x et î 
ne peut être identiquement nul [modd. p, f(i)], que si l'un des 
polynômes est identiquement nul par rapport au môme système de 
modules. Il suffit, comme on Ta fait plus haut, dans un théorème 
analogue, de considérer le produit des termes de plus haut degré 
en x dans les deux polynômes, en négligeant bien entendu les coeffi- 
cients qui seraient nuls [modd. p, f(i)]. Et Ton voit que, dans ces 
conditions, le degré du polynôme produit est la somme des degrés 
des deux facteurs : le degré est l'exposant de x dans le terme du 
plus haut exposant dont le coefficient n'est pas nul [modd. p, f(i)}. 

Un polynôme <p(a?) entier en x et i est divisible [modd. p, /(i)] 
par un polynôme ty (x) , entier en x et i, s'il existe un polynôme 
X (x) entier en x et t tel que Ton ait 

©(.t) = 4i(*)x (x) [modd. p, f(i)]. 

Cela est impossible quand o(x) est de degré inférieur à ty{x), à 
moins que <p(x) ne soit identiquement nul [modd. p, /*(*)]• Si © (x) 
est de degré supérieur à <|>(x-), on peut mettre <p(ar) sous la forme 
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?(*) = ♦ (x) Q (x) + R(x) [(modd.^, /■(«)], 

Q(x) et R(a?) étant, comme <?(#) et <|/(a?), des polynômes entiers 
en x et i et R(#) étant de degré inférieur à ty(x). 

On a maintenant tous les éléments pour faire une théorie de la di- 
visibilité des polynômes entiers en x et *, suivant le système de mo- 
dules p, f(i), toute pareille à celle que Ton a indiquée, pour les poly- 
nômes entiers en ar, par rapport au module p. On aura le môme 
algorithme pour le plus grand commun diviseur [modd. p, /*(t)],les 
mêmes conséquences, la notion de polynôme en x, i irréductible 
[modd. p, f(i)] y la décomposition unique en facteurs irréductibles 
[modd. p, f(i)] et les mêmes conséquences relatives à la divisibi- 
lité. Mais outre qu'une confusion serait à craindre, par une attri- 
bution de deux sens au mot irréductible, l'étude complète et appro- 
fondie de la divisibilité des polynômes à coefficients imaginaires 
nous entraînerait trop loin. Aussi allons-nous considérer seulement 
les facteurs imaginaires du premier degré, de la forme x — g et con- 
server au mot irréductible son sens primitif. 

On démontre aisément, comme lorsqu'il s'agit des facteurs 
réels , que si une congruence admet les racines distinctes 
9u <7si • • » Qqi son premier membre est divisible par le produit 
{x — gi){x — <7 2 ) •••.(# — 9q) e * on en conclut qu'une congruence 
ne peut pas avoir plus de racines qu'il n'y a d'unités dans son degré. 
Le nombre des racines ainsi définies est égal au nombre des facteurs 
du premier degré. Tout cela se conclut très facilement du fait que le 
produit de deux imaginaires ne peut être nul que si un des facteurs 
est nul. 

11 convient de faire ici une remarque importante : les racines 
communes à deux polynômes (k coefficients réels) appartiennent à 
leur plus grand commun diviseur (mod. p); en effet, si D désigne le 
plus grand commun diviseur de F et G, on peut trouver des poly- 
nômes f et g x tels que 

Ftfi + Gf 1 = D (modd. p) ; 

on a donc a fortiori 

F</ t + G/*, = D [modd. p, f (t)], 

ce qui démontre la proposition énoncée. En particulier, si F(x) dé- 
signe un polynôme irréductible et si la congruence 

*(ar)==0 [modd. p, f{i)] 
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admet une racine (imaginaire) de la congruence 

V[x) = [modd.p, /(i)], 

* (x) est divisible par F (x) suivant le module p. 

En particulier deux polynômes irréductibles ne peuvent pas avoir 
de racine commune et un polynôme irréductible ne peut pas avoir 
de racine multiple, puisqu'il est premier avec sa dérivée. 

22. Pour obtenir sans tâtonnements les facteurs du premier degré 
d'une congruence donnée, ou du moins leur produit, il suffira de 
chercher le plus grand commun diviseur du premier membre de la 
congruence proposée avec le produit de tous les facteurs distincts du 
premier degré . Ce produit nous est fourni par la généralisation du 
théorème de Fermât ; nous avons vu, en effet, que la congruence 

x** — x = [modd. p, f(i)] 

avait pour racines les p n valeurs distinctes de l'imaginaire y î I e 
produit des p n facteurs tels que x — y est donc congru à x^ — x. 

En particulier si la congruence proposée est irréductible, pour 
qu'elle admette une racine, il faut qu'elle ait une racine commune 
avec x** n — ar, il faut donc que son premier membre divise 
x* n — x. D'ailleurs il est clair que tout diviseur de x^ n — x a 
autant de racines qu'il y a d'unités dans son degré. Donc, au point 
de vue où nous nous plaçons, une congruence irréductible ou n y a 
pas de racines, ou a autant déracines quil y a d'unités dans son degré ; 
ce dernier cas se présente lorsque le premier membre de la con- 
gruence proposée est un diviseur de x^ — x. 

En particulier, la congruence 

f(x) = [modd. p, f(i)] 

admet la racine 

x = i ; 

donc elle admet n racines et f(x) divise x^ 1 — x. Or f(x) est un 
polynôme quelconque irréductible de degré n. Donc tout polynôme 
irréductible de degré n divise x pn — x et par suite admet n ra- 
cines imaginaires. Il est clair que si r est un diviseur de n, tout 
polynôme irréductible de degré r divise x J,r — x et par suite 
x 1 ' 11 — x (car x 1 ' 1 ' l --i nst alors divisible algébriquement par 
xï r ~ l — 1, puisque p n — 1 est divisible par p r — 1). Donctoute 
congruence iîrédïtclible dont le degré est égala n ou à un diviseur de 
n a autant de racines quil y a d'unités dans son degré. 
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Nous allons montrer maintenant qu'une congruence de degré m 
n'a pas de racines, lorsque m n'est pas un diviseur de n. 11 suffit de 
montrer que x^ — x ne peut pas être divisible par un polynôme 
irréductible dont le degré n'est pas un diviseur de n. 

Pour cela une remarque préliminaire est nécessaire. Nous avons 
vu que l'on a identiquement 

(a + by = a» -+- b» (mod. p). 

Il en résulte l'identité 

(a+bx+cx*+... + hx n y , =aP + b p x? + crx*P+... + h*x n P (mod. p); 

or on a 

a? = a (mod. p), 

b* = b (mod. p), 

h v = A (mod. p), 

d'après le théorème de Fermât. Donc on a 

(a-\-bx + cx*-\- ... -t-Ajc*)'' = a-h6x^-hca? 8p -H...+Aar n ' , (mod.p), 
c'est-à-dire que, o(x) désignant un polynôme quelconque, on a 

[o{x)Y = cp(ar^) (mod. p). 

En remplaçant x par x lt 1 on a 

«(x"') = [<?(*>)]" = [[?(»)]']' s [<?(*)/ (mod. p), 
et généralement 

[*(*)/= ? (*0 (mod. p). 

Nous pouvons maintenant démontrer qu'un polynôme irréductible 
f{x) de degré m ne peut pas diviser x pr — x si r est inférieur 
à m. 
Il s'agit en effet de prouver qu'on ne peut pas avoir 

t> r = * [modd. p, /"(*)]. 

Or si cette égalité avait lieu, en désignant par <p(i) une imaginaire 
quelconque on aurait 

<?(«>-) = o(i) [modd. p, /(•)]. 

Or nous venons de voir que 

o(t» r ) = [ ? (*)]/ (mod. P ); 

on aurait donc 

[o(0/ = <?(«•) [modd. p /•(<)], 

c'est-à-dire que la congruence 

x pr = x [modd. p, f(i)] 
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aurait pour racines toutes les imaginaires c'est-à-dire p m racines, ce 
qui est impossible puisqu'elle est de degré p r . 

Il est facile de voir que, plus généralement, f{x) ne peut diviser 
x^ — x que si n est un multiple de m ; sinon posons n z=mq-hr, 
r étant inférieur à m ; l'expression 

x^ q -x 
est divisible par f{x) , suivant une remarque déjà faite ; si 
x /*t+-r __ x yétjaÀt aussi, il en serait de même de leur différence 

x» mr ^ r —x* mq . 
Or on a 

x ï"*+ r - x r m * = ( x f — x y m * (mod. p). 

L'hypothèse faite est donc inadmissible. 

23. Considérons un nombre quelconque de congruences irréduc- 
tibles (mod. p), de degrés a, 6, c, ..., /. Soit N le plus petit 
multiple commun de ces degrés ; F(x) une congruence irréductible 
(mod. p) de degré N ; si nous introduisons l'imaginaire de Galois i 

définie par la relation 

P(») = (mod. p), 

chacune des congruences proposées aura autant de racines qu'il y a 
d'unités dans son degré. 

Gomme un polynôme quelconque peut toujours être décomposé 
en facteurs irréductibles, il en résulte qu'étant donné un nombre 
quelconque de congruences, on peut toujours définir une imaginaire 
de Galois de manière que chacune d'elles ait autant de racines qu'il 
y a d'unités dans son degré. 

Nous avons fait implicitement une hypothèse, en admettant 
l'existence d'un polynôme irréductible (mod. p) d'un degré quel- 
conque N. Pour justifier cette hypothèse, nous allons calculer le 
nombre des polynômes irréductibles de degré n. 

Nous savons que x** 1 — x n'admet que des facteurs irréductibles 
dont le degré est n ou un diviseur de n et est divisible d'ailleurs 
par tous les polynômes irréductibles dont le degré est n ou un 
diviseur de «; d'ailleurs x^~ l — i est premier avec sa dérivée 
et par suite n'admet pas de facteurs multiples ; il en est donc de 
môme de x** 1 — x. Donc x^ 1 — x est égal au produit de tous les 
polynômes irréductibles dont le degré est égal à n ou à un diviseur de 
n. Si nous désignons par 6(n) le degré du produit de tous les poly- 

THfolUS DBS «OMBRES 4 
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nomes irréductibles de degré n, on a par suite 

P » = se(d), 

le signe 2 se rapportant à tous les diviseurs de n, y compris l'unité 
et n lui-môme. Nous savons qu'en désignant par q y q\ q',... les fac- 
teurs premiers distincts de n, on déduit de cette formule : 

n n n 

0(n) = p n — Spï-hSp^ — Spïïr-H ... 

Le nombre des polynômes irréductibles de degré n est évidemment 

1 

égala — 8(ti), c'est-à-dire à 

i r - — — i 

- p n — Sp« + SpW — SpW«" H- ••■ . 

On vérifie assez facilement que cette expression est positive (*), 
ce qui démontre l'existence de polynômes irréductibles d'un degré 
quelconque n. 

11 est évident que, de plus, elle doit être un nombre entier; on a 
donc 

n n 

p n — 2p"-t- Sp«? • • • = (mod. n), 

n étant un nombre quelconque et p un nombre premier. Lejeune 
Dirichlet a démontré que a et n étant premiers entre eux, il y a une 
infinité de nombres premiers p vérifiant la congruence 

a = p (mod. n). 

Si on admet cette proposition de Lejeune Dirichlet, il en résulte que, 
a étant un nombre quelconque premier avec n, on a 

n n n 

a» — 2a«+ 2a«' — Sa" 7 ? -h • • • = (mod. n). 

Si on suppose que n est un nombre premier, cette congruence 
exprime le théorème de Fermât ; on peut donc la regarder, dans le 
cas d'un module quelconque, comme une généralisation de ce théo- 
rème. Cette généralisation coïncide avec la proposition connue sous 
le nom de théorème de Fermât généralisé, dans le cas seulement où n 
est une puissance d'un nombre premier. 

(•) En se servant de la formule p* = e xlo *'=i-h ^1 -+- ?LJ2|L? + . . . 
on trouve qu'elle est égale à 

iFP(-ï)(-?)- +! SF('-?)('-?)- + -]- 



CHAPITRE III 
DES CONGRUENCES BINOMES 



I. — Racines primitives et indices. 

24. Revenant maintenant à un sujet beaucoup plus élémentaire, 
nous allons étudier une classe intéressante de congruences : les 
congruences binômes. Nous pourrions, comme nous l'avons déjà 
montré sur un exemple dans le chapitre précédent (§ 19) appliquer, 
sans les modifier, les méthodes générales à ces congruences par- 
ticulières ; mais il est préférable d'étudier la question directement. 

Soit a un nombre entier non divisible par le nombre premier p ; 
considérons la série des puissances de a : 

(A) a° = i,a,a»,a»,... 

et prenons leurs résidus minima par rapport à p. Le nombre des 
résidus minima étant limité et la suite (A) indéfinie, il y a nécessai- 
rement dans cette suite des termes ayant même résidu minimum, 
c'est-à-dire congrus entre eux. Soit a r le premier des termes de la 
suite qui soit congru à l'un des précédents a*. Je dis que Ton a 
nécessairement a = ; sinon de la congruence 

a r = a a (mod. p), 

on déduirait, en divisant par a, qui n'est pas nul (mod. p), 

c'est-à-dire que a r ne serait pas le premier des termes congrus à l'un 
des précédents. On a donc 

a T =a° = 1 (mod. p) 

etr est le plus petit nombre pour lequel cette congruence ait lieu. On 
exprime ce fait en disant que le nombre a appartient à l'exposant r 
(relativement au nombre premier p). Il est clair que l'on a gêné- 
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ralement 

a nr = i (mod. p). 

Réciproquement, pour que Ton ait 

a m = 1 * (mod. p), 

il faut que m soit un multiple de r; en effet, si l'on avait m = nr-hy, 
7 étant inférieur à r, on en conclurait 

a* = 1 (mod. p), 

ce qui est impossible. 

Il en résulte que la suite des résidus minima des puissances suc- 
cessives de a est périodique ; les restes se reproduisent de r en r. 

Dans ce qui précède, nous n'avons pas admis le théorème de 
Fermât ; cela n'aurait guère simplifié d'ailleurs. Mais ce théorème 
nous montrerait immédiatement, d'après une remarque qui vient 
d'être faite, que p — i est un multiple de r, ou mieux que : l'ex- 
posant r auquel appartient un nombre quelconque a est un diviseur 
de p — 1. Mais nous préférons démontrer directement cette 
proposition importante parce que le mode de raisonnement que 
nous allons employer est d'un usage assez fréquent et qu'il est 
intéressant de le connaître. Nous pourrons ensuite en déduire comme 
corollaire le théorème de Fermât. 

Nous avons dit que les r nombres 

(I) i, *, a\.. , a" 

sont incongrus (mod. p); comme aucun d'eux n'est congru à zéro, 

leur nombre est au plus égal à p — 1. Il peut donc se faire que 

Ton ait 

p — 1 = r. 

Supposons, au contraire, 

p - 1 > r, 

et désignons par a un nombre quelconque incongru à zéro et à 
tous les nombres de la suite (1). Considérons les r nombres 

(II) a', a'a, a'a\ ..., aV"*. 

Us sont incongrus entre eux ; car si on avait 

aV = a'a* (mod. p), 

on en conclurait 

a* = a* (mod. p), 

ce qui est contraire à l'hypothèse. De plus un nombre quelconque 
de la suite (II) est incongru à un nombre quelconque de la suite (I), 
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car si on avait 

a'a* = a' (mod. p), 

on en déduirait 



ce qui est également contraire à l'hypothèse. 

Les 2r nombres formant les suites (I) et (II) étant incongrus, 2r 
ne peut surpasser p — 1 ; il peut se faire que Ton ait 

si nous supposons 

p — 1 > 2r, 

nous pourrons choisir un nombre a' différent (mod. p) de zéro et 
des 2r nombres des suites (I) et (II) et nous formerons la suite 

(III) a', a'a, a"a\ ..., a'a*~*. 

Nous démontrerons facilement que les nombres de cette suite sont 
incongrus entre eux et incongrus aussi à tous les nombres des 
suites (I) et (II) ; il en résulte que Ton a, ou bien 

p — i = 3r, 
ou bien 

p— l>3r. 

On voit qu'en continuant ce raisonnement on arrive nécessairement 
à la conclusion que p — 1 est un multiple de r ; il en résulte 

a^ 1 = 1 (mod. p), 

c'est-à-dire précisément le théorème de Fermât. 

25. On peut se demander si, étant donné un diviseur arbitraire de 
p — 1 il y a des nombres qui lui appartiennent et combien parmi 
eux sont incongrus; si nous désignons par <\>(d) le nombre des 
entiers incongrus qui appartiennent au diviseur d de p — 1, il est 
clair que Ton a 

*♦(«*) =p-i 

puisque chacun des p — 1 nombres 

1, 2, 3, ..., p-1 

appartient à un diviseur d de p — i et à un seul. 

D'après une remarque que nous avons faite (§ 13) on est amené 
à en conclure l'égalité 

en désignant par <?(d) le nombre des entiers premiers avec d et non 
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supérieurs à d. La conclusion, quoique vraie, n'est pas rigoureuse, 
parce que l'égalité z >l(d) = m, où la sommation est étendue à 
tous les diviseurs de m, n'est pas démontrée quel que soit m ; en 
étudiant de plus près la démonstration du § 11, on peut rendre la 
conclusion rigoureuse; mais nous préférons reproduire le raisonne- 
ment remarquable par lequel Gauss a établi cette importante propo- 
sition. 

Supposons qu'il y ait un nombre a qui appartienne à l'exposant d\ 
cherchons s'il y a d'autres nombres appartenant à l'exposant d; s'il 
en existe effectivement, ils seront racines de la congruence 

x* - 1 = (mod. p). 

Or cette congruence a visiblement pour racines les nombres 

1, a, a*, ..., a*" 1 

et comme ces nombres sont incongrus, ce sont là toutes ses racines 
(x* — 1 divisai) t x*~ ! — 1 , on savait a priori que cette congruence 
avait d racines incongrues). Cherchons à quel exposant appartient 
une racine quelconque a* ; soit r le plus petit nombre tel que l'on ait 

(a a ) r = o* r = 1 (mod. p) ; 

a appartenant à l'exposant d ; or doit être divisible par d ; si 8 est 
le plus grand commun diviseur entre a et d, la plus petite valeur 

de r telle que «r soit divisible par d est manifestement — *> la ra- 
cine a* appartient donc à l'exposant — • Pour que a" appartienne 

o 

à l'exposant d, il faut et il suffit que 8 = 1, c'est-à-dire que » 
soit premier avec d ; donc s'il existe un nombre a appartenant à 
l'exposant d, il y en a <?(d), <p(d) ayant la signification rappelée 
plus haut. En désignant par <f (d) le nombre des racines appartenant 
à un exposant quelconque d, on a, par suite, 

ou bien ty(d) = 0, 

ou bien <}/(d) = o(d). 

Mais 

2+(d)=p — 1 = 2o(d). 
On a donc toujours 

Hd) = ?(d). 

En particulier, il y a ©(p — 1) nombres qui appartiennent à 
l'exposant p— 1. Ils sont dits racines primitives du nombre p. 
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On dit aussi quelquefois que les nombres qui appartiennent à 
l'exposant tf, sont les racines primitives de fa congruence 

X* — 4=0 (mod. p); 

mais lorsqu'on parle simplement de racines primitives^ il faut 
entendre les nombres qui appartiennent à l'exposant p — 1. 

La propriété fondamentale des racines primitives est que leurs 
puissances engendrent un système complet de restes (mod. p), sauf 
zéro. Si g désigne une racine primitive, les résidus minima des 
nombres 

0°=ii 9, u\ ..-, 9"- 2 

sont, dans un certain ordre, les nombres 

1, 2, 3, ..., p-1. 

Si on considère un nombre quelconque premier avec p, il existe 

une puissance de g (et par suite une infinité) congrue à ce nombre. 

L'exposant de la puissance à laquelle il faut élever g pour avoir un 

résultat congru au nombre a s'appelle V indice de a par rapport à la 

racine primitive g. On le désigne par la notation : ind. a. On a donc, 

par définition, 

pind.a = a (mod. p). 

Tout nombre (non nul mod. p) a une infinité d'indices, congrus 
entre eux suivant le module p — i . Lorsque nous dirons que deux 
indices sont congrus ou égaux, cela signifiera donc toujours : congrus 
suivant le module p — 1. Avec cette convention, les propriétés des 
indices s'énoncent exactement de la même manière que celles des 
logarithmes. La propriété fondamentale est, comme pour ces 
derniers, que Vindice d'un produit est égal à la somme des indices de 
ses facteurs et on en déduit les mômes conséquences. 

Par exemple lorsqu'on change la base des indices, c'est-à-dire lors- 
qu'on remplace la racine primitive g par une autre y, on passe d'un 
système d'indices à un autre comme d'un système de logarithmes à 
un autre; si nous convenons de désigner par la notation I. a les 
indices dans le système de base g, en employant la notation 
habituelle dans le système de base y, nous avons 

Y = 9 l T 
et par suite, a désignant un nombre quelconque, 

a = vind.a = ç(l.Y)(ind.a) 
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c'est-à-dire 



THÉORIE DBS NOMBRES 



(I.Y)(înd.a) = I.o 
ou, en employant la notation de Gauss, 



En particulier, 



md. a = - — 
I.Y 

ind.^^ 



(mod. p — 1) 



(mod. p — 1). 



(mod. p — 1). 



26. On peut à l'aide d'une table d'indices résoudre les congruen- 
ces du premier degré ; car, de la congruence 

ax = b (mod. p), 

on tire 

ind. x = ind. 6. — ind. a (mod. p — 1). 

Considérons par exemple le nombre 13, pour lequel 2 est racine 
primitive ; on forme facilement la table d'indices suivante : 



ind. x 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 




X 


i 


2 


4 


8 


3 


6 


12 


11 


9 


5 


10 


7 


1 





(On obtient chaque nombre de la seconde ligne en multipliant le 
précédent par 2 et prenant le résidu minimum par rapport à 13). On 
en conclut la seconde table : 



X 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 




ind. x 





1 


4 


2 


9 


5 


11 


3 


8 


10 


7 


6 





Proposons-nous, par exemple, de résoudre la congruence 

7x = 5 (mod. 13); 

nous en concluons, en nous servant de la seconde table, 

ind. x = ind. 5 — ind. 7 = 9 — 11 = 10 (mod. 12), 
et par suite, à l'aide de la première table, 

x = 10 (mod. 13). 

8* == 3 (mod. 13) 



De même, la congruence 
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donne 

ind. x = ind. 3 — ind. 8 = 4 — 3=1 (mod. 12) 

x = 2 (mod. 13). 

Ici l'usage des indices n'est que commode ; il est des cas où il est 

presque indispensable. Aussi est-il bon d'être en mesure de former 

une table d'indices ; pour cela il est nécessaire de connaître, pour 

chaque nombre premier, une racine primitive. On ne connaît pas de 

méthode simple pour rechercher les racines primitives ; mais voici 

un tableau faisant connaître, pour chaque nombre premier inférieur 

à 100, la plus petite racine primitive : 



3 


5 


7 


11 


13 


17 


19 


23 


29 


31 


37 


41 


2 


2 


3 


2 


2 


3 


2 


5 


2 


3 


2 


6 




43 


47 


53 


59 


61 


67 


71 


73 


79 


83 


89 


97 


3 


5 


2 


2 


2 


2 


7 


5 


3 


2 


3 


5 



Il est facile, connaissant une racine primitive, de les avoir toutes ; 

et plus généralement de trouver tous les nombres appartenant à un 

exposant donné. En effet, soit g une racine primitive ; cherchons à 

quel exposant appartient j" ; soit r le plus petit nombre tel que 

Ton ait 

(g'Y = <r = 1 (mod. p); 

r est le plus petit nombre tel que Ton ait 

«r = (mod. p — i). 

Donc si 8 désigne le plus grand commun diviseur de « et de p — 1, 
on a 

p-l . 

(Nous avons déjà fait un calcul identique dans la démonstration de 
Gauss reproduite plus haut). On aura donc tous les nombres appar- 
tenant à l'exposant r, en élevant g à une puissance dont l'expo- 
sant « soit tel, que le plus grand commun diviseur de a et de p— 1 

soit S = i- • On voit que si on connaît l'indice « d'unnom- 

r 

bre, on peut déterminer facilement à quel exposant il appartient. 
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H. — Extension aux imaginaires de Galois. 

27. Avant d'aborder d'autres applications de la théorie des indices, 
nous allons montrer quelle s'étend immédiatement aux imaginaires 
de Galois. Si nous supposons que le premier membre f(i) de la 
congruence irréductible fondamentale f{ï) soit de degré n, il y a 
p n — 4 imaginaires de Galois incongrues entre elles et à zéro. On 
verra par un raisonnement identique à celui que nous avons fait que 
chacun de ces nombres (réels ou imaginaires) appartient à un expo- 
sant qui est un diviseur de p n — 1 ; et que si r désigne un divi- 
seur quelconque de p n — 1 il y a précisément <?(r) nombres qui 
appartiennent à l'exposant r. En particulier, il y a <?(p n — 1) 
nombres qui appartiennent à l'exposant p n — 1 ; on peut les appe- 
ler racines primitives pour le module p et la fonction irréductible 

m- 

Cette notion va nous permettre d'approfondir un peu plus que 
nous ne l'avions fait l'étude des racines imaginaires des congruences 
irréductibles et aussi d'étudier les rapports entre les imaginaires de 
Galois gui correspondent à des congruences fondamentales différentes. 

Soit j une imaginaire de Galois : 

j = a -+- a,ÎH- . . . -+- o^i»- 1 [modd. p, f(i)]; 

nous savons que j est racine d'une certaine congruence irréduc- 
tible : 

g(x) = [modd. p, Ai)] 

dont le degré est égal à n ou à un diviseur de n. Il est facile de 
déterminer ce degré connaissant l'exposant a auquel appartient j. 
En effet, nous savons que a divise p n — 1 ; si nous désignons par 
r le plus petit nombre tel que p r — 1 soit divisible par «, nous 
aurons 

f=j [modd. p, ^(i)], 

et r sera le plus petit nombre tel que cette congruence ait lieu. Il 
en résulte que g (x) est de degré r. (On voit que r est un diviseur 
de n; il serait facile de le montrer directement.) On convient de 
dire, lorsque r est le plus petit nombre tel que p r — 1 soit divisi- 
ble par a, que a est un diviseur propre de p r — i. Les racines 
d'une congruence irréductible quelconque g(x) de degré r appar- 
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tiennent donc à un môme exposant a, diviseur propre de p r — 1 
et ar a — t est divisible par g(x) (mod. p); on peut dire que 
la congruence irréductible g(x) appartient à V exposant a. Le 
nombre des imaginaires qui appartiennent à l'exposant a est <?(«); 

©(a) 

comme chaque congruence de degré r a r racines, il y a — — - con- 
gruences qui appartiennent à l'exposant a (*>, 

En particulier il y a — congruences irréductibles de 

degré n qui appartiennent à l'exposant p n — 1 ; elles ont pour 
racines les <? (p n — I ) racines primitives (**). Si l'on choisit comme 
congruence fondamentale une de ces congruences que l'on peut appe- 
ler primitives, i sera une racine primitive et par suite les p n — i 
premières puissances de i constitueront un système complet de 
nombres incongrus entre eux et à zéro. 

Il est facile de trouver l'expression de toutes les racines d'une 
congruence irréductible quelconque en fonction de l'une d'entre 
elles. Remarquons d'abord que si une imaginaire,; appartient à l'ex- 
posant A, diviseur propre de p r — -1, les r quantités 

i if »>* i?~ x 

sont distinctes. En effet, si on avait 

j+=j+ [modd. p, /(«)] 

et 

* < P < n, 

on en conclurait, en élevant les deux membres à la puissance p M , 

jf=jf+'~ [modd. p, /(i)], 

ou, à cause de 

j» r =j [modd. p, f(i)], 

la congruence 

dans laquelle on aurait 

0<p— «<r, 
ce qui est impossible. 

(*) Remarquons en passant ce théorème : a étant un diviseur propre de 
jr — 1, ©(«) est divisible par r. 

(•*) Nous avons ainsi une limite inférieure du nombre des congruences irréduc- 
tibles de degré n plus facile a calculer que la valeur exacte donnée plus haut. 
Mais il importe de remarquer que pour trouver cette limite inférieure, nous avons 
dû supposer l'existence d'une congruence irréductible f(x) de degré n ; il aurait 
donc été impossible de s'en servir pour démontrer qu'il existe effectivement des 
congruences irréductibles de tous les degrés. 



60 THÉORIE DBS NOMBRES 

Or, nous avons vu que l'on a, quel que soit X, 

m F(j*)s[F(/)]* (mod.p). 

On a donc a fortiori 

F(j>») = [F(j)f [modd. p, /•(*)]; 

il en résulte que si la congruence 

F(*) = [modd. p, f(i)] 

admet la racine j, elle admet aussi pour racine j pX quel que soit X. 
Mais nous venons de voir que si F (a?) est de degré r, parmi toutes 
les quantités j? il y en a précisément r de distinctes ; ce sont donc 
toutes les racines de la congruence proposée. 

28. Ces préliminaires établis, considérons une congruence irré- 
ductible de degré n, 

g(x) = [modd. p, f(i)] 

(nous supposons toujours que n désigne le degré de f(i)). Soit 

j = ?(•) — a 4- Oti -h . . . -h a n _ 1 t n - 1 

une racine de la congruence proposée ; les n — 1 autres racines 
sont 

4P iP* iV* -1 

j ij » • • • • ij 
Or on a 

jf = [ ? (i)r = ? (*") [modd. p, /•(«)]. 

Les n racines de la congruence 

f{x) = [modd. p, fl»)] 

sont, d'après ce qui précède, 

si on les désigne par i 4 , is, . . ., in et si on désigne également par 
jiî J*i •••! J» I e8 racines de j(or), on voit que Ton a générale- 
ment^ 

ja = ?(*•). 

On en conclut que si Ton désigne par G (y) = la transformée 
algébrique de l'équation f(x) = par la transformation y = <j> (x), 
on a 

G(y) = A ?(y) (mod. p), 

A désignant une constante. En d'autres termes, on passe de la con- 



(*) U aurait été très facile de voir directement que toutes les quantités <p(ta) 
sont racines de g[x), mais l'analyse précédente est nécessaire pour montrer que ces 
quantités sont distinctes. 
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gruence fondamentale à une autre congruence irréductible de môme 
degré par une transformation algébrique, et cette transformation 
donne précisément l'expression des racines de la seconde congruence 
en fonction de celles de la première. 

Il est clair qu'un polynôme irréductible (mod. p) est aussi irré- 
ductible algébriquement (c'est-à-dire ne peut être décomposé en 
facteurs rationnels). La transformation 

y = ?(*) 
transformant le polynôme irréductible f(x) dans le polynôme irré- 
ductible G (y), on sait qu'il existe une transformation inverse : 

x = <Ky) 

qui transforme G (y) en f(x) et on sait déterminer algébriquement 
cette transformation. On conclut de ce qui précède que la con- 
gruence 

f{x) = [modd. p, g(j)], 

où nous désignons par j l'imaginaire de Galois fondamentale, admet la 
racine 

* = ttf). 

Il est maintenant facile de voir ce qui arrive lorsqu'on remplace f(x) 
par g (x) comme congruence fondamentale. Nous désignerons par j 
l'imaginaire de Galois qui est relative à g(x) et nous allons voir que 
le résultat est fort simple. On doit opérer comme on serait naturel- 
lement amené à le faire, si on admettait a priori, que les racines ima- 
ginaires des congruences irréductibles ont une existence effective, c'est- 
à-dire indépendante du choix de la congruence fondamentale. D'une 
manière plus précise, si la congruence 

F(*) = [modd. p, f{i)] 

admet la racine h(i), la congruence 

F(*) = [modd. p, g(j)] 

admet la racine h[ty[j)]. En effet, F[h(i)] est divisible par f(i) sui- 
vant le module p ; donc F[A(4y)] est divisible par f{tyj). Mais d'après 
la théorie de la transformation, nous savons que f{tyy) est divisible 
algébriquement par G(t/); donc f(tyj) est divisible par g{j) suivant 
le module p et par suite F[4(<k/)] Test aussi, c'est-à-dire que A(ty') 

est racine de 

F(*) = [modd.p,0(j)]. 



62 THÉORIE DBS NOMBRES 

Nous sommes maintenant assurés que l'existence de relations 
entre les racines de plusieurs congruences irréductibles est indépen- 
dante du choix de la congruence fondamentale. Ce choix n'a donc pas 
l'importance excessive qu'on aurait pu lui attribuer tout d'abord ; 
c'est simplement un moyen pour étudier certaines relations. 

On a remarqué, dans le chapitre précédent, qu'il est impossible 
d'exprimer les racines d'une congruence irréductible, de degré r, au 
moyen de l'imaginaire définie par une congruence fondamentale de 
degré n, lorsque n n'est pas un multiple de r. Il en résulte que la 
relation entre les imaginaires de Galois correspondant à deux con- 
gruences fondamentales de degrés différents n'est simple que si le 
degré de l'une est un multiple du degré de l'autre. 

On peut, lorsqu'on a des congruences de degrés différents quel- 
conques, considérer une congruence irréductible dont le degré est le 
plus petit multiple commun des degrés des congruences proposées. 
Mais nous ne voulons pas trop nous étendre sur ce sujet. Bornons- 
nous à énoncer le résultat suivant, relatif au cas où le degré n de la 
congruence fondamentale primitive f(i) est un multiple du degré r 
de la congruence fondamentale nouvelle g(j). Si alors 

j = ?{i) [modd. p, /(*)] 

est une racine de la congruence 

g(x) = [modd. p, /(i)], 

la transformée algébrique de l'équation f{x) = par la transfor- 
mation y = cp(a?) étant G(t/) = 0, on a 

G(y) = [g(y)]> (mod. P ), 

en posant n = rp. 
Il résulte de là que si l'on effectue sur une équation 

f(x) = 

dont le premier membre est irréductible (mod. p) une transforma- 
tion rationnelle quelconque : 

y = ?(*)i 
le résultat est irréductible (mod. p) ou congru à une puissance 
d'un polynôme irréductible. 

On verrait facilement que Ton passerait du cas où la congruence 
irréductible est g(j) au cas où elle est f{i) par une simple transfor- 
mation entière [j = <?(i)], mais la réciproque n'est évidemment 
pas vraie. 
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III. — Applications. Modules composés. 

29. Nous allons maintenant considérer exclusivement les nombres 
réels, sans indiquer l'extension aux imaginaires de Gaiois des appli- 
cations que nous allons faire. 

Les considérations que nous avons développées constituent une 

étude de la congruence 

x" = 1 (mod. p). 

Nous savons en effet résoudre cette congruence ; si 8 désigne le plus 
grand commun diviseur de n et de p — 1 et g une racine primitive 
pour le nombre premier p, ses racines sont visiblement 

¥ |£ T ^ N'Y 

9 8 > 9 l > 9 i i 9 

et leur nombre est 8. 

Proposons-nous de résoudre la congruence binôme plus générale (*) 

ar n — D (mod. p). 

D'après les propriétés des indices, nous devons avoir 

n ind. x = ind. D (mod. p — 1). 

C'est une congruence du premier degré en ind. x. 

Si n est premier avec p — 1, cette congruence admettra une solu- 
tion et une seule et il en sera de môme de la congruence proposée. 

Si n n'est pas premier avec p — 1, désignons par 8 leur plus 
grand commun diviseur. La congruence est impossible si 8 ne divise 
pas ind. D; si 8 divise ind. D, elle admet 8 solutions incongrues ; 
il en est de même de la congruence proposée. Donc la condition néces- 
saire et suffisante pour que la congruence 

a?" = D (mod. p) 

soit possible est que ind. D soit divisible par le plus grand commun 
diviseur % de n et de p — 1 ; la congruence admet alors 8 solutions. 

Il est manifeste que le résultat doit être indépendant de la racine 
primitive choisie comme base des indices. Il est donc naturel de 



(•) La congruence 

ax* s b (mod. p) 

se ramène à celle que nous considérons dans le texte en posant 

D = - (mod. p). 

a 
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chercher à mettre la condition de possibilité sous une forme où 
n'apparaisse plus cette racine primitive. Posons 

ind. D = d 
et désignons par g la base des indices ; nous aurons 

g d = D (mod. p). 

Élevons les deux membres à la puissance entière » ; il vient 

g 8 =D l . 

Si 8 divise d, ^ — -^ sera divisible par p — 1 et le premier 

o 

membre sera congru à 1 ; il est donc nécessaire que l'on ait 

D 8 = 1 (mod. p). 

Cette condition est d'ailleurs suffisante, car si elle est vérifiée, 
on a 

£^liind. D = (mod. p — i), 

c'est-à-dire que ind. D est divisible par 8. 
Donc la condition nécessaire et suffisante pour que la congruence 

x" = D (mod. p) 

soit possible, est que Von ait 

D 8 = 1 (mod. p). 

Reprenons la question dans le cas où n divise p — 1. Soit 

p — \ = nq. 

Il est clair que le procédé le plus élémentaire pour résoudre la 

congruence 

a?» = D (mod. p) 

consiste à former successivement les ri é,nê * puissances de p — 1 
nombres incongrus entre eux et à zéro, de prendre les résidus 
minima de ces puissances et d'examiner si l'un de ces résidus est 
égal à D (nous supposons D compris entre et p). C'est ce pro- 
cédé élémentaire qui va nous permettre l'étude de la question en 
ayant soin de prendre pour les p — 1 nombres incongrus dont 
nous venons de parler , les p — 1 premières puissances d'une 
même racine primitive : 

g, <j\ .-., 0*-*, j"- 1 ; 
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leurs n iéme * puissances sont 

9", 9 in , • , 9^^ 9*- t)n , 
et nous pouvons visiblement les écrire de la manière suivante : 

£ n 9* n 9 qn 

gti+i)» g{<i+*)n gtqn 

g{n-l)<t+l> ^l(n~i)îH-8>» ( win 

Si nous remarquons que Ton a 

gH n = g r-i = i ( mod< p j t 

Ton voit que les nombres inscrits dans une même colonne ont un 
même résidu minimum ; il y a donc seulement g résidus minima dif- 
férents, ce sont les résidus des puissances 

9 n , 9 in , • , g" 
(dont la dernière est congrue à l'unité puisque qn est égal à 
p — 1); ces résidus sont d'ailleurs tous différents et Ton aperçoit 
immédiatement que ce sont les q racines de la congruence 

x q = I (mod. p). 

Donc, pour que D se trouve parmi ces nombres, il faut que l'on ait 

D'' = D n = i (mod. p); 

c'est la condition déjà trouvée. 

30. Mais le tableau que nous venons de faire nous permet 
d'approfondir davantage cette question et de partager en classes les 
nombres D pour lesquels la congruence 

x" ez D (mod. p) 

ri est pas possible. Nous avons posé p — i = nq; il est clair qu'en 
appliquant au nombre q ce que nous venons de dire pour le 
nombre n, c'est-à-dire en élevant à la q ièm * puissance tous les 
nombres incongrus entre eux et à zéro suivant le module p (c'est-à- 
dire les nombres g, y J , . . ., g 1 ^ 1 ), nous obtiendrons seulement n 
résultats incongrus 

»«, 9", • • i 9 nq 

THKORIE DBS «OMBRES 5 
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ou, en posant g q = f: 

Donc, f est une racine primitive de la congruence 

s" = 1 (mod. p). 

Cela posé, les p — 1 nombres considérés se partagent naturelle- 
ment en n classes, la k ihne classe comprenant les nombres D pour 

lesquels on a 

D* == /* (mod. p). 

En particulier, les nombres de la n iime classe sont ceux pour 

lesquels on a 

D« = /* = i (mod. p), 

c'est-à-dire pour lesquels la congruence a n = D est possible ; ils 

sont dits : résidus de n ttm " puissances. 

Il est clair que si Ton a 

D* = /* (mod. p), 

D'« = /*' (mod. p), 

il en résulte 

(DD') f = f*+» (mod. p), 

et comme f* est congru à Tunité on peut si l'exposant k 4- k' 
dépasse «, le remplacer par k~\- k' — n. On peut donc dire que le 
numéro de la classe à laquelle appartient un produit de plusieurs 
facteurs est congru (mod. n) à la somme des numéros des classes 
de ces facteurs. C'est cette proposition qui fait l'importance de la 
division en classes. 

Cette division en classes a été indiquée pour la première fois par 
Gauss dans le cas de w = 4 (on a alors p = 4 q -h 1). Les 
nombres D pour lesquels la congruence est possible s'appellent rési- 
das biguadraligues du nombre p. L'analyse faite par Gauss, au sujet 
des résidus biquadratiques (Werke, Band II) s'étend d'elle-même au 
cas où n dépasse 4 ; tandis que si l'on étudiait seulement les résidus 
quadratiques (n = 2) la généralisation des propriétés des classes 
n'apparaîtrait pas d'une manière aussi évidente. 

Dans le cas où n = 4 (p = 4g -h 1), on doit désigner par f 
une racine primitive de la congruence 

(1) s* = 1 (mod. p). 

On a alors 

f» s - I (mod. p), 
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car d'après la déOnition de /*, on a 

(/ i +l)(/ , -l) = (mod. p), 

et le second facteur ne peut pas être nul, sinon f ne serait pas 
racine primitive de la congruence (1). On a donc 

f* = — 1 (mod. p), 

f*^ — f (mod.p). 

On en conclut que si Ton a : 

D q =~\-f (mod. p) , D appartient à la i re classe; 

D*= — 1 » , » 2 e » 

D* = — f » , » 3 e » 

D* = -h 1 t , » 4 e » . 

Les nombres de la quatrième classe sont les résidus biquadrati- 

ques de p. Nous avons posé q = *-— 

4 

Supposons par exemple p = 43; on a alors g = 3 et on peut 
prendre f = 5. (On pourrait aussi prendre f = — 5 = 8 (mod. 13). 
11 en résulterait un échange de la première classe avec la troisième, 
sans importance pour notre but; il en est de môme dans le cas gé- 
néral). 

Nous avons, en prenant f = 5 : 

2 8 = 8 = — f (mod. 43). 

Donc 2 est rangé dans la troisième classe ; 8 = 2 8 sera rangé 
dans la classe dont le rang est congru à 3X3 (mod. 4), c'est- 
à-dire dans la première classe ; 8 est donc un résidu biquadratique 
de 13. 

Nous ne nous étendons pas sur cet exemple et nous n'examinons 
pas ici le cas fort important de n = 2, qui fera l'objet du chapitre 
suivant. 

31. Pour achever l'étude des congruences binômes, il nous res- 
terait à traiter directement le cas des modules composés. C'est ce 
que nous ferons plus loin pour les congruences du second degré. 
Ici, nous allons nous borner à énoncer les résultats principaux dans 
le cas général ; il est facile de les vérifier. 

Supposons d'abord que le module soit une puissance p a d'un 
nombre premier impair ; on vérifie alors facilement qu'il existe des 
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racines primitives, c'est-à-dire des nombres g satisfaisant à la con- 
gruence 

^ a > = \ (mod. p») 

(qui exprime le théorème de Fermât généralisé) et ne satisfaisant à 
aucune congruence de la forme 

9 r = 1 (mod p*), 

dans laquelle r est inférieur à <p (/>"). D'ailleurs, lorsqu'on a dé- 
montré l'existence des racines primitives de proche en proche 
(c'est-à-dire en supposant leur existence pour le module p* -1 afin 
de la démontrer pour le module p*), on voit facilement par un rai- 
sonnement direct que leur nombre est <p[?(p")]. En élevant une 
racine primitive aux puissances i , 2, 3, . . . , ? (p a ), on obtient un 
système complet de restes premiers avec p", suivant le module p\ 
Nous avons déjà remarqué que l'ensemble des nombres premiers 
avec le module et inférieurs au module, joue souvent, dans le cas 
d'un module composé, le môme rôle que le système complet de res- 
tes incongrus à zéro dans le cas du module premier. On obtient 
toutes les racines primilives en élevant l'une d'elles successivement 
aux diverses puissances dont l'exposant est premier avec <p (p a ). 

On voit que Ton peut faire correspondre à l'un quelconque x des 
<p (p a ) nombres inférieurs à p a et premiers avec p a l'exposant au- 
quel il faut élever une racine primitive déterminée pour obtenir un 
nombre congru à x (mod. p a ). Cet exposant est ce qu'on appellera 
l'indice de x et ces indices ont les mêmes propriétés et par suite les 
mômes applications que dans le cas des modules premiers. 

Les choses se passent d'une manière toute différente lorsque le 
module est une puissance de 2. Le cas du module 2 est saus 
intérêt ; pour le module 2 2 = 4, le nombre 3 joue le rôle de 
racine primitive; car on a 3* == : 1 (mod. 4). Examinons le cas du 
module 2 8 = 8. Il est facile de vérifier que le carré de tout nom- 
bre impair est de la forme 8n 4- \ ; il n'y a donc pas de racines 
primitives pour le module 8 ; car on a o (8) = 4 et a étant un 
nombre quelconque premier avec 8, 

a* = 1 (mod. 8). 

Mais on peut remarquer que tout nombre est congru (mod. 8) à 
l'une des quatre valeurs que prend l'expression (— i)*5*, lorsque 
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* et p parcourent séparément un système complet de restes 
(mod. 2). 

Ceci se généralise pour les puissances de 2 supérieures à la 
troisième ; on a «p(2 w ) = 2 n ~ l et a étant un nombre impair quel' 
conque, 

De plus, il existe effectivement des nombres impairs tels que leur 
puissance d'exposant 2 n ~ 2 soit la première qui soit congrue à i 
(mod. 2 n ) ; en particulier le nombre 5 jouit de cette propriété, quel 
que soit n. Dès lors tout nombre impair est congru (mod. 2") à Tune 
des valeurs de l'expression (— l) a 5 ? où a et p parcourent respecti- 
vement un système complet de restes, a suivant le module 2 et p 
suivant le module 2 n ~ ï . Les nombres « et p peuvent être appelés les 
indices du nombre (— i )*5* ; ce système de deux indices a des pro- 
priétés tout à fait analogues aux indices uniques déjà considérés. 

Prenons enfin un nombre composé quelconque : k = ^ n q n q /n ' ; 
soient g, g' des racines primitives pour les modules q et q\ et 
N un nombre quelconque ; on aura : 

N = (-i) a 3> (mod. 2*"), 

N =# T (mod. q n )i 

N = g"*' (mod. q n '), 

les nombres a, p, y, y' étant complètement déterminés, suivant (es 
modules respectifs 2, 2 n ~ 2 , o(q n ), <?(?"'). Ces nombres a, p, Yi y' 
seront appelés les indices de N; deux nombres N sont congrus 
(mod. k) lorsque leurs indices sont respectivement congrus (suivant 
les modules déjà indiqués). Les indices d'un produit sont égaux (ou 
congrus) à la somme des indices correspondants des facteurs, etc.. 
Pour plus de détails sur cette théorie nous renverrons à la théorie 
des nombres de Lejeune Dirichlet (supplément V). 



CHAPITRE IV 
RÉSIDUS QUADRATIQUES. — LOI DE RÉCIPROCITÉ 



I. — Congruences du second degré. 

32. Nous allons nous occuper, dans ce chapitre, des congruences 
du second degré et. particulièrement de celles qui ont la forme bi- 
nôme. Cette étude nous conduira à la notion très importante des 
résidus quadratiques, dont la théorie a pour fondement la loi de réci- 
procité découverte par Euler et Legendre. Les théories générales dé- 
veloppées dans les deux chapitres précédents pourraient trouver 
une application naturelle dans l'étude que nous allons faire ; mais, 
à cause de l'importance très grande de cette étude, il nous paraît 
préférable d'opérer autrement. 

Nous allons nous attacher à développer la théorie des résidus 
quadratiques en elle-même, c'est-à-dire en supposant connues le 
moins de choses qu'il sera possible. On apercevra immédiatement 
que certaines des propositions auxquelles nous parviendrons ainsi 
ne sont que des cas particuliers de théorèmes plus généraux établis 
précédemment; mais nous ne supposerons pas connus ces théo- 
rèmes, de sorte que la lecture de ce qui va suivre peut succéder 
immédiatement à celle du premier chapitre de cet ouvrage. 

La congruence générale du second degré 

ax* ■+■ bx~\- c = (mod. m) 

se ramène immédiatement à la suivante : 

{2ax -4- by = 6 S — Aac (mod. 4am), 

que Ton peut écrire 

y* = D (mod. A), 
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en posant : 2aa?-f-£ = y, 

b* — Aac = D, 
Aam = k. 

Une discussion facile permet de voir dans chaque cas particulier 
si, réciproquement, à une solution de cette seconde congruence cor- 
respond une solution de la première. 

33. Nous pouvons donc nous borner k étudier la congruence bi- 
nôme, que nous écrirons 

x* = D (mod. m). 

Soit 

2, p, q, r, . . . étant les facteurs premiers distincts de m (nous verrons 

bientôt pourquoi il y a lieu de distinguer 2 des nombres premiers 

impairs). Nous savons qu'à tout système de solutions des con- 

gruences 

z 2 == D (mod. 2 a ), 

x* ~ D (mod. p 1 ), 

a* = D (mod. 7 ? ), 

a? 2 = D (mod. r») 



correspond une solution de la congruence proposée, et réciproque- 
ment. Pour que la congruence proposée soit possible, il est donc 
nécessaire et suffisant que chacune de ces dernières le soit, et le 
nombre des solutions de la proposée est alors évidemment égal au 
produit des nombres qui expriment combien chacune d'elles a do 
solutions distinctes. 

Par exemple la congruence 

ar 2 = 13 ^ (mod. 36) 

se ramène aux congruences 

x* = 13 = 1 (mod. 4), 

x 2 = 13 = 4 (mod. 9). 

La première a les solutions distinctes 

x = 1 

(mod. 4); 



2 = 3 

la seconde : 

X ~* (mod. 9), 



x = l 
comme on s'en assure aisément. 

En combinant de toutes les manières possibles une solution de la 
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première avec une solution de la seconde, on obtient les quatre so- 
lutions distinctes de la proposée : 

x = 29 \ / 1 et 2 

x = 25 / \ 1 et 7 

> (mod. 36), correspondant à : < 
x = il ' r J 3 et 2 

x= 1 f 3 et 7. 

Nous allons voir que la congruence binôme, lorsqu'elle est possible, 
admet deux solutions distinctes lorsque le module est un nombre 
premier impair, une seule lorsque le module est égal à 2, deux lors- 
que le module est égal à 4, quatre lorsque le module est une puis- 
sance de 2 divisible par 8. Il en résulte que le nombre <l>(m) des 
solutions de la congruence, dans le cas d'un module quelconque m, 
est donné par la formule 

4> (m) = 2*-Hn, 

X désignant le nombre des facteurs premiers impairs distincts de m, 
et v) étant égal à zéro si m n'est pas divisible par 4, à un si m est 
divisible par 4 et non par 8 et à deux si m est divisible par 8. Nous 
avons déjà fait usage de cette formule ; pour qu'elle soit démontrée, 
il nous reste à faire voir l'exactitude des propositions énoncées dans 
le cas où le module est une puissance d'un nombre premier. 

Nous supposons bien entendu que D est premier avec m, c'est-à- 
dire n'est divisible par aucun des facteurs premiers qui entrent dans 
m ; c'est d'ailleurs dans ce cas seulement que nous avons fait usage 
de la formule précédente. Elle ne serait pas exacte dans le cas 
général où m ne serait pas premier avec D (*). 



(*) Si le plus grand commun diviseur de m et de D est de la forme ab*, le nombre a 
ne renfermant aucun facteur premier élevé à une puissance supérieure à la pre- 
mière, on constate aisément que x est nécessairement divisible par ab ; en posant 
#= aby, on est ramené à la congruence 

ab '( a V -■£&)= ° (mod m) 

et par suite, à la congruence 

ay— D' = (mod m'), 

dans laquelle D' et m' sont premiers entre eux ( D' = -tt et m' = -tA. A chaque 
solution de cette congruence correspondent b solutions distinctes de la proposée. 
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34. Considérons donc le cas où le module est une puissance d'un 

nombre premier, que nous supposerons d'abord impair. Pour que 

la congruence 

x* = D (mod. p») 

soit possible, il faut d'abord qu'il en soit ainsi de la congruence 

x % = D (mod. p). 

Lorsque cette dernière congruence est possible, on dit que D est ré- 
sidu quadratique de p; nous verrons plus loin comment on le recon- 
naît ; ici nous allons chercher le nombre des solutions, dans le cas 
où la congruence est possible. Soit x Q une solution ; on a 

D = ar£ (mod. p) 

el la congruence proposée peut s'écrire 

x % — x\ = (mod. p) 

ou 

(x — x ) (x -+- x ) = (mod. p). 

Pour que ce produit de facteurs soit divisible par le nombre pre- 
mier p, il faut et il suffit que l'un des facteurs soit divisible par p, 
c'est-à-dire que l'on ait : 

ou bien x = x (mod. p), 

ou bien x = /> — x (mod. p). 

La congruence admet donc deux solutions, qui sont distinctes car 
2a? ne peut pas être divisible par p, puisque D ne Test pas et que p 
est supposé impair ; on n'a donc pas 

a? =p — a? (mod. p), 

c'est-à-dire 2ar = (mod. p). 

Montrons maintenant que , lorsque D est résidu quadratique de p, 

la congruence 

x* = D (mod. p a ) 

admet deux solutions et deux seulement. 

Nous venons de voir que cette proposition est exacte pour a = 1 ; 
il suffit donc de faire voir que si elle est vraie pour une valeur de «, 
elle subsiste lorsqu'on augmente cet exposant d'une unité. Soit y 

une solution de la congruence 

y* = D (mod. p a ); 

nous allons montrer qu'on peut en déduire une solution de la con- 
gruence 

X e = D (mod. p* 4 " 1 ). 
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Pour cela posons 

x = y -h Xp". 
Il vient 

x* — D = y* — D -h 2Xyp* -+- X»p«* = (mod. p*"*" 1 ). 

Or, par hypothèse, on a 

y J -D = Mp*; 
il en résulte donc 

//■(M + 2Xy + X*p a ) = (mod. p a+1 ), 

c'est-à-dire 

M+-2Xt/EE0 (mod. p); 

2y étant premier avec p, cette congruence détermine X ; on en lire 

X = X (mod. p) 

et par suite 

x = y -f- X p a (mod. p*"*" 1 ). 

On voit ainsi qu'à une solution y correspond une solution x et une 
seule ; il est d'ailleurs aisé de voir directement que la congruence 

x i = D (mod. p a ) 

ne peut avoir que deux solutions lorsque D n'est pas divisible par p. 

En effet, x désignant une solution, x n'est pas divisible par p ; or 

on doit avoir 

(x — s ) (x -h x ) = (mod. p a ) ; 

2s n'étant pas divisible par p, les deux facteurs ne peuvent pas être 

divisibles par p ; l'un des deux est donc divisible par p* et Ton a les 

deux solutions : 

x = x (mod. p a ), 

x = — x (mod. p a ). 

35. Passons maintenant au cas où le module est une puissance 
de 2; nous supposerons, d'après ce qui précède, que D est un nom- 
bre impair ; il en résulte que x doit être aussi un nombre impair. Il 

est clair que la congruence 

x* = D (mod. 2), 

où D désigne un nombre impair, admet dans tous les cas la solution 

unique 

x = 1 (mod. 2). 

Passons à la congruence 

x 1 = D (mod. 4). 

On vérifie immédiatement que le carré de tout nombre impair est 

de la forme 4n-M ; cette congruence n'est donc possible que si 

l'on a 

D = 1 (mod. 4) 
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et elle admet dans ce cas les deux solutions 

x = 1 (mod. 4), 

x = 3 (mod. 4). 
Considérons enfin la congruence 

x* = D (mod. 8). 

Tout nombre impair étant de la forme 4* ± 1, son carré est de 
la forme 8n -+- 1 ; la congruence n'est donc possible que si Ton a 

D = l (mod. 8) 

et elle admet alors les quatre solutions 

x = i x = 5 /jo\ 

x^3 *ee7 (m ° d - 8) - 

Nous pouvons maintenant étudier en général la congruence 

x* = D (mod. à»"*" 1 ). 

Nous allons montrer que, a étant plus grand que 2 (au moins égal à 
3), on peut déduire une solution x de cette congruence de toute solu- 
tion y de la congruence 

y 8 = D (mod. 2*). 

En effet, posons 

x = y-4-X.2 a -\ 

y 8 — D = M. 2»; 
il vient 

x* — D = 2*(M + ty 4- > 8 .2- 1 ) = (mod. 2 a -+" 1 ) 

et par suite, a — 2 étant positif et non nul, 

M-hXy = (mod. 2), 

congruence qui donne toujours une valeur de >, puisque y est im- 
pair. 
Nous avons ainsi montré que la congruence 

x*=V (mod. 2 a ) 

est possible, lorsque a est plus grand que 3, dans les mêmes cas 
que lorsque a = 3, c'est-à-dire si Ton a 

D = 1 (mod. 8). 

En y regardant de près, notre démonstration prouve môme que le 
nombre des solutions est toujours égal à quatre, lorsque la con- 
gruence est possible, comme dans le cas du module 8 ; mais c'est 
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un point qu'il est aisé de vérifier directement ; soient x et x Q deux 

solutions de la congruence 

x 2 = D (mod. 2*) ; 

x et x Q sont impairs; x — x et x-\-x sont donc tous deux 
divisibles par 2, mais ne peuvent pas être tous deux divisibles 

par 4 ; or on a 

(x — x 9 )(x -+- x ) = (mod. 2*) ; 

deux hypothèses seulement sont donc possibles : 

l x — x = (mod. 2 a - ! ). ( x — x Q = (mod. 2) 

( x 4- x Q = (mod. 2) ( x + ar = (mod. 2*- 1 ) 

On en déduit les quatre solutions distinctes de la congruence : 

SX = Xq \ X = — 3? 

, (mod. 2*). (mod. 2») 

En résumé, powr que la congruence 

x*=D (mod. m) 

soit possible, il faut et il suffit : 

1° Que D soit résidu quadratique de tous les facteurs premiers im- 
pairs qui figurent dans m ; 

2° Que D soit de la forme 4n-t- 1 si m est divisible par 4, et de 
la forme Sn -+- 1 si m est divisible par 8. 

On suppose bien entendu que D et m sont premiers entre eux. 

IL — Résidus quadratiques. 

36. Il nous faut maintenant étudier la question que nous avons 
laissée de cuté : à quelles conditions un nombre D est-il résidu 
quadratique d'un nombre premier impair p ? L'étude de cette ques- 
tion très importante et des problèmes qui s'y rattachent immédia- 
tement fera l'objet de la fin de ce chapitre. 

Le procédé à la fois le plus élémentaire et le plus simple pour 
rechercher les résidus quadratiques d'un nombre premier p, consiste 
évidemment à former les carrés des nombres 1, 2, 3, ..., p — 1 et 
à prendre leurs résidus minima par rapport à p. Il est clair que 
tout nombre x étant congru à l'un des nombres i, 2, 3, ..., p — 1, 
son carré x s sera congru au résidu minimum du carré de l'un de 
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ces nombres. Soit, par exemple, p = 7 ; formons les carrés des 

6 premiers nombres, 

1,4,9, 16,25,36; 

leurs résidus minima (mod. 7) sont 

1,4,2, 2, 4, 1. 

Donc : 1, 2, 4 sont résidus quadratiques de 7 (ou plus simplement 

résidus) ; 3, 5, 6 seront dits non-résidus. 

On aperçoit sur cet exemple un fait qui est évidemment général ; 

les résidus minima étant inscrits en ordre sur une môme ligne, les 

termes équidistants des extrêmes sont égaux ; en d'autres termes 

les carrés des nombres a et p — a ont môme résidu. On a 

en effet 

a* = (p — a)* (mod. p). 

11 en résulte que, pour obtenir les résidus de p, il suffit de faire les 

carrés des nombres 1, 2, 3, ..., —? — Le nombre de ces résidus 

est donc au plus égal à ^—^ — ; il est facile de voir qu'il a préd- 
is 

sèment cette valeur. En effet, si a et b désignent deux nombres 
inégaux de la suite 1, 2, 3, ..., P ~T » H est clair que a — A ni 
a-\-b ne peuvent être divisibles par p ; on ne peut donc pas avoir 

a* = b % (mod. p). 

Il y a donc — - — résidus et Z-^ — non-résidus. 
2 2 

Il est clair que le produit de deux résidus D et D' est un résidu ; 

car si Ton a 

x % = D (mod. p), 

x fi = D' (mod. p), 

il en résulte 

{xx>)* = DD' (mod. p). 

Cela posé, considérons un système complet de restes (*) (mod. p); 

p — 1 p — 1 

il comprend ■=—- — résidus et - . non-résidus. Si on mul- 
2 2 

liplie ce système complet de restes par un résidu R, on obtient 
encore un système complet de restes, c'est-à-dire ^-^ — résidus 



(*) Ici et dans la suite, lorsqu'il sera question de système complet de restes, nous 
excluons le reste zéro. 
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et ^-— — non-résidus. Mais d'après ce qui précède les £— — 

2 2 

O— 1 

résidus proviennent de la multiplication par R des ! —t — résidus ; 

z 

donc les ^— — non-résidus proviennent de la multiplication par 

R des *-— — non-résidus, c'est-à-dire que : le produit d'un résidu 

par un non-résidu est un non-résidu. On démontrerait de même, en 
considérant le système complet de restes qu'on obtient en multi- 
pliant un système complet par un non-résidu, que : le produit de deux 
non-résidm est un résidu. Ces diverses propositions vont d'ailleurs 
apparaître bientôt comme évidentes. 

37. 11 est assez naturel de considérer la congruence 

z* = D (mod. p) 

comme un cas particulier de la congruence bilinéaire 

yz = D (mod. p). 

Nommons, pour un instant, nombres associés, deux nombres y et z 
qui satisfont simultanément à celte congruence bilinéaire. Il résulte 
des propriétés des congruences du premier degré que tout nombre 
a un associé et un seul ; d'ailleurs deux nombres associés ne peu- 
vent être égaux que si D est résidu quadratique de p, et leur valeur 
commune satisfait à la congruence 

a s = D (mod. p). 

Celle congruence admettant deux solutions x et p — x 09 dont 
le produit est congru à — x% c'est-à-dire à — D, il en résulte 
que : lorsque D est résidu de p, il y a deux nombres égaux chacun à 
son associé ; leur produit est congru à — D. 

11 résulte de ce qui précède que : 
. 1° Si D est non-résidu de p, les p — 1 nombres i, 2, 3, ..., 

p — 1 sont associés deux à deux ; ils forment *-— — groupes, 

le produit des nombres de chaque groupe élant congru à D ; on a 
donc 

1.2.3 ... (p— i) = D"^" (mod. p); 

2° Si D est résidu de p, il y a deux de ces p — i nombres 
(x et p - x ) dont le produit est congru à — D ; les p — 3 
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autres sont associés deux à deux comme précédemment et par suite 

p — 1 
forment ?—z 1 groupes ; on a donc 

1.2 3 ... (p — 1) = — D~ (mod. p). 

Si nous remarquons que le nombre 1 est évidemment résidu qua- 
dratique, nous retrouvons le théorème de Wilson : 

1.2.3... (p-l, = — 1 (mod. p); 

mais il faut remarquer que cette démonstration ne diffère pas de 
celle que nous en avons déjà donnée. En faisant usage de ce théo- 
rème nous voyons que Ton a 

D s = -h 1 ^mod. p) 

si D est résidu ; et 

D f = - 1 (mod. p) 

si D est non-résidu. 

Gomme tout nombre est nécessairement résidu ou non-résidu et 
que ces deux congruences sont incompatibles, il en résulte que, ré- 
ciproquement, toute solution de la congruence 

x * -1=0 (mod. p) 

est un résidu et toute solution de la congruence 

x * -+-1=0 (mod. p) 

un non-résidu. 

« 

Chacune de ces congruences a donc ■ - solutions ; on a 

2 

d'ailleurs toujours 

x*- 1 = I finod. p), 

ce qui est une démonstration nouvelle du théorème de Fermât. 
On pourrait raisonner de même sur la congruence bilinéaire 

yz = D (mod. m) 

dans le cas où le module m n'est pas premier ; mais il faudrait ex- 
clure complètement les nombres D, y et z qui ne seraient pas pre- 
miers avec m. On voit alors facilement qu'en désignant par <?(w) le 
nombre des entiers premiers avec m et non supérieurs à m, et par 
4* (m) le nombre des solutions qu'admet la congruence 

x*=D (mod. m) 
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dans les cas où elle est possible, on a : 

D» =1 (mod. m) 

lorsque cette congruence est possible, et 

D ï« M U (_!)>' (mod. m) 

lorsqu'elle ne Test pas. Mais ceci ne constitue un théorème vraiment 
intéressant que lorsque ty(m) n'est pas divisible par 4, c'est-à-dire 
lorsque m est égal à une puissance d'un nombre premier impair, au 
double d'une telle puissance, ou égal à 4. Sinon, on a toujours 

D i?(w) = i (mod. m) 

et on ne peut distinguer ainsi si la congruence 

x* = D (mod. m) 

est possible ou non. Aussi nous bornons-nous au cas où le module 
est un nombre premier. 

38. Nous conviendrons de représenter avec Legendre, par le sym- 
bole 



& 



l'unité précédée du signe h- ou du signe — suivant que D est résidu 
quadratique ou non-résidu quadratique du nombre premier p. 
On a ainsi toujours 

(-XH 

et, d'après ce qui précède, 



en 



s 



(mod. p). 

Il résulte immédiatement de cette congruence l'égalité fondamen- 
tale 



a - ©a 



qui exprime des théorèmes déjà établis directement. 

Étant donné un nombre premier p, le problème de rechercher les 
nombres qui sont résidus et non-résidus ne présente aucune diffi- 
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e nous 
termes de la suite 1, 2, 3, 



culte ; il suffit, comme nous l'avons déjà dit, de former les carrés des 

p-1 



» 2 

Le problème suivant est beaucoup plus difficile : étant donné un 
nombre D, trouver les nombres premiers p, tels que D soit résidu 
quadratique . de p. Ce problème s'est présenté depuis longtemps 
sous une forme à peine différente ; il n'a été résolu complètement 
que par la belle découverte faite par Euler et par Legendre de la loi 
de réciprocité. Cette loi est ainsi nommée parce qu'elle établit une 
réciprocité remarquable entre deux nombres premiers quelconques 
p et q. Si p et q ne sont pas tous deux de la forme An + 3, ou bien 
chacun d'eux est résidu quadratique de l'autre, ou bien chacun d'eux 
est non-résidu quadratique de l'autre. Si p et q sont tous les deux 
de la forme 4n+3, l'un des deux est résidu quadratique de l'au- 
tre, lequel est non-résidu du premier. Nous reviendrons d'ailleurs 
sur cet énoncé pour le généraliser et le traduire analytiquement. 



III. — Caractères quadratiques. Symbole de Legendre. 

39. Indiquons maintenant comment le problème qui nous occupe 
s'était posé à Fermât et, après lui, à Euler et Lagrange. Ces géomè- 
tres s'étaient proposé de rechercher si la forme 

*' - Du* 

peut être divisible par un nombre premier p, pour des valeurs en- 
tières convenables des variables t et u. Le nombre p est alors dit 
un diviseur de cette forme. Par exemple, le nombre 7 est un divi- 
seur de la forme 

*'-2t/ s , 

car pour x = 3, y = 1, cette forme est divisible par 7. 

Le problème de trouver les diviseurs de la forme t % — Du* est 
complètement équivalent à celui que nous nous proposons; on sup- 
pose, bien entendu, que t et u sont premiers entre eux, car tout divi- 
seur commun à t et u divise la forme. Si p est un diviseur de la 
forme, il ne peut diviser u ; sinon il diviserait t ; on peut alors trou- 
ver un nombre y tel que 

uy = 1 (mod. p). 
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On a alors 

y*{t* — Du*) = (mod. p), 

d'où 

(ly) 1 = DuY = D (mod. p.), 

c'est-à-dire que D est résidu quadratique de p; réciproquement 
si D est résidu de p, il existe un nombre x tel que 

x 2 — D = (mod. p), 

et t* — Du 8 est divisible par p pour t = ar, u = 1. 

Le problème que nous nous proposons peut s'énoncer ainsi : D 
étant un nombre donné, trouver un critérium aussi simple que pos- 
sible pour trouver, quel que soit p, la valeur du symbole (— ) . H 

est clair qu'on peut toujours supprimer dans D les puissances paires 
des nombres premiers qui y figurent : si Ton a 

D = q*D', 
il en résulte 



©-G 1 )©©-©- 



On peut donc supposer que D ne renferme que des facteurs premiers 
à la première puissance. Nous verrons que lorsque D est un nombre 
premier, le critérium dont nous venons de parler (qu'on appelle le 
caractère quadratique de D) dépend uniquement du reste de la divi- 
sion de p par 4D ; nous démontrerons par exemple que l'on a 



(;)- 



si le reste de la division de p par 8 est 1 ou 7, et dans ces cas seu- 
lement. De môme, pour que 

1, 



(>)- 



il est nécessaire et suffisant que le reste de la division de p par 12 
soit i ou 11. On en conclut que le caractère quadratique d'un nom- 
bre composé se déduit immédiatement de celui de ses facteurs pre- 
miers. Par exemple, en admettant les résultats qui précèdent, on 
voit que l'on a „> 



a)- 



=+i 
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si le reste de la division de p par 24 est i, 5, 19 ou 23. 11 suffit en 
effet de former le tableau suivant : 



p = k: 


(1) 


(1) 


(1) 


1 


+ 1 


+ 1 


-f-t 


5 


— 1 


— 1 


"ht 


7 


+ 1 


— 1 


— 1 


11 


— 1 


-M 


— 1 


13 


— 1 


-M 


— 1 


17 


-J-l 


— 1 


— 1 


19 


—1 


—1 


+ 1 


23 


+ 1 


-M 


-M 



11 nous suffit donc de traiter le problème lorsque D est un nombre 
premier ; comme nous ne supposons pas que D est positif, nous 
examinerons successivement les cas suivants : 

!• D = — i; 

2° D = 2; 

3° D = un nombre premier impair positif. 



40. Le cas où D = — 1 se traite immédiatement. D'après une 
formule déjà établie, on a 

P 



c'est-à-dire 



(?) -■»*• 

(t) — 



si p est de la forme 4n + 1 ; et 
si p est de la forme 4n+3. 
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La forme ' t* 4- u* admet donc pour diviseurs les nombres premiers 
de la forme An -h 1 et ceux-là seulement. Nous reviendrons sur 
cette proposition qui est Tune des plus importantes de l'Arithmé- 
tique. Elle était connue de Fermât, ainsi d'ailleurs que les résultats 
que nous allons démontrer pour le nombre 2. Nous allons faire voir 
que 2 est résidu quadratique des nombres premiers de la forme 
8n ± 1 et non-résidu de ceux qui ont la forme 8n ± 3. Ces pro- 
positions seront bientôt établies simultanément par une méthode 
générale due à Gauss ; mais les démonstrations particulières qui en 
ont été données sont intéressantes à connaître. Montrons d'abord 
que 2 est résidu quadratique des nombres premiers p de la forme 
8n 4- 1. Nous nous appuierons pour cela sur une proposition éta- 
blie dans la théorie générale des congruences (Gh. n) : toute con- 
gruence (mod. p) dont le premier membre divise ar**"" 1 — 1 a autant 
de racines quil y a d'unités dans son degré. Or p étant de la forme 
8w-hl, x*~ l — 1 est divisible par a? 8 — 1 et par suite, par 

a? 4 -h 1 ; la congruence 

x 4 + l=0 (mod. p) 

a donc quatre racines. Si x désigne Tune d'elles, on a 

(xi -f- 4 )« — 2a* = (mod. p), 

ce qui montre que p est un diviseur de la forme l % — 2u 2 , car 

x 2 -hl et a: sont premiers entre eux; donc 2 est résidu de p. 

Supposons maintenant que p soit de la forme 8n ± 3 ; il faut 

montrer que la congruence 

x 2 — 2 = (mod. p) 

est impossible. On le vérifie sans peine pour p = 3. Si donc la 
proposition n'était pas vraie, il existerait un nombre premier p de 
la forme 8n±3, tel que la proposition soit en défaut pour ce 
nombre, tout en étant vraie pour tous les nombres premiers de 
môme forme inférieurs à p. 11 suffit donc de démontrer l'impossibi- 
lité d'une telle chose. Si le nombre p existait, la congruence 

ar s — 2 = (mod. p) p = 8n-h3 ou 8n + 5 

aurait deux solutions inférieures à p ; l'une d'elles serait un nom- 
bre impair ; désignons-la par x. Nous allons faire voir que, x étant 
impair et inférieur à p, ar 2 — 2 ne pourrait être divisible par p 
sans être divisible par un nombre premier de même forme et infé- 
rieur à p. En effet, le carré de tout nombre impair étant de la forme 
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8n-f- 1, x* — 2 est de la forme 8n — i et ne peut par suite être 
égal à p ; on a donc 

pétant plus grand que 1. /"est d'ailleurs inférieur à p, puisque x est 
inférieur à p ; tous les facteurs premiers de f sont donc inférieurs 
à. p ; il suffit donc de montrer que l'un au moins de ces facteurs est 
de la forme 8n+3 ou 8n-+-5. Or, si tous ces facteurs étaient 
de la forme 8n±l (ils sont nécessairement impairs), leur pro- 
duit f serait de la forme 8n dz 1 et le produit pf ne pourrait être 
de la forme 8n — 1, ce qui est contraire à ce qu'on vient de 
voir. 

Il reste à montrer que 2 est résidu des nombres premiers de la 
forme 8n-f-7; pour ces nombres — 1 est non-résidu ; il suffit 
donc de montrer que — 2 est non-résidu. Il résulte de ce qui pré- 
cède que pour les nombres premiers de la forme 8n + 5, 2 étant 
non-résidu et — i résidu, — 2 est non-résidu. Nous allons 
faire voir en môme temps que 2 est non-résidu 'pour les nombres 
premiers de Tune des formes 8n -f- 5 ou 8n -h 7 (ou si Ton veut 
8n — 1 et 8n — 3). Nous avons déjà vu que cette proposition est 
vraie pour p = 5 ; il suffit donc de démontrer la non-existence 
du plus petit des nombres premiers pour lequel elle ne serait pas 
vraie. C'est exactement la môme marche que nous venons de suivre. 

Si l'on avait 

a?* + 2 = pf, 

x étant un nombre impair positif inférieur à p et p un nombre de la 
forme 8n — 1 ou 8n — 3, f admettrait au moins un facteur 
premier inférieur à p et de Tune de ces deux formes. En effet, si 
tous les facteurs premiers de f avaient la forme 8n-f-l ou 8n-f-3, 
il en serait de môme de / et le produit pf aurait Tune des formes 
8n — 1 ou 8n — 3, ce qui est impossible puisque x 2 -h 2 est de 
la forme 8n+3. 

Les démonstrations précédentes sont dues àLegendre; M. Stieltjes 
a donné récemment (*) une analyse plus simple que nous allons re- 
produire . 

Soit p un nombre premier impair; considérons la suite des 



(*) Bulletin des sciences mathématiques, 1884. 
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p — 1 nombres 

1, 2, 3, , p-i 

et supposons que nous écrivions au-dessous de chacun d'eux le si- 
gne -+- ou le signe — suivant qu'il est résidu ou non-résidu qua- 
dratique de p. Recherchons le nombre des changements de signe 
que présente cette suite de signes (A) ; il y a un changement de signe 
entre deux nombres k, A -4-1 dans le cas et seulement dans le 
cas où le nombre r*, supposé plus petit que p et défini par la relation 

A H- 1 = kr k (mod. p) 

est non-résidu quadratique de p. Mais les nombres 

fi* r s, r 3 , , ry_s 

sont visiblement, dans un certain ordre, les nombres 

2, 3, 4, p-1, 

car les r sont tous différents et aucun d'eux n'est égal à un. Il y a 

p — 1 p — 1 

donc parmi eux non-résidus et par suite r change- 

ments de signe dans la suite (A). 

Supposons maintenant p = 1 (mod. 4). Le nombre des change- 
ments de signe de la suite (A) étant pair et le premier nombre 1 de 
cette suite étant résidu, il s'ensuit que le dernier p — 1 ou — 1 
est aussi résidu. Deux nombres k et p — k sont donc en même 
temps résidus ou non-résidus ; si donc on forme la suite analogue 
à (A), 

(B) 1, 2, 3 , £^-\ 

elle produira un nombre de changements de signe égal à 

Si n est pair, c'est-à-dire p = 1 (mod. 8), le dernier nombre 

*—r — sera résidu et par suite 2 sera résidu. 

o — 1 
Si n est impair, c'est-à-dire p = 5 (mod. 8), r et 2 seront 

2 

non-résidus. 

Soit en second lieu p = 3 (mod. 4) ; le nombre des change- 

p 3 

ments de signe dans la suite (B) sera égal à '— — = n, car main- 

P-i 
tenant — - — étant impair, — 1 est non-résidu. 
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Si n est pair, c'est-à-dire p = 3 (mod. 8), ^— — sera résidu 

et partant 2 sera non-résidu. 

Si n est impair, c'est-à-dire p = 7 (mod. 8), ^-—— sera non- 

z 

résidu et 2 sera résidu. 

41. Nous arrivons maintenant au cas où D est un nombre premier 
impair. La solution du problème est alors donnée par ta loi de réci- 
procité de Legendre (*). Il existe plusieurs démonstrations de cette 
loi, Tune des plus belles propositions de l'Arithmétique ; Gauss seul 
en a donné six; certaines de ces démonstrations reposent sur des 
notions très élevées d'analyse mathématique et ne sauraient trouver 
place ici ; les plus simples reposent sur un lemme dû à Gauss qui 
est fort intéressant en lui-même. Il fournit en effet une expression 

analytique du symbole (— J et de plus donne immédiatement le 

caractère quadratique du nombre 2. Nous allons donc nous occuper 
d'abord de ce lemme. 

Soit D un nombre quelconque non divisible par le nombre pre- 
mier impair p. Formons les nombres 

D, 2D, 3D, , ^=^D. 

Tous les termes de cette suite sont incongrus entre eux, c'est-à-dire 
que la différence de deux termes ne peut pas être divisible par p ; 
la somme de deux termes ne peut pas non plus être divisible par p. 
Pour chacun des termes, je cherche le résidu minimum absolu par 
rapport à p, c'est-à-dire le reste plus petit en valeur absolue 

que ™ Soit n le nombre de ces restes qui sont négatifs. La propo- 

2 

sition de Gauss consiste dans l'égalité 

©-<-"■ 

Pour la démontrer, désignons par 

a i» **» i *X 



(*) On donne à cette loi le nom de Legendre parce que, le premier, il l'a énoncée 
en indiquant son importance. La démonstration qu'il en a donnée présentait d'ail- 
leurs une lacune. Euler avait toutefois énoncé cette loi avant Legendre. 
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les restes positifs, et par 

— Pi, — Pa, , — h 

les restes négatifs. La différence ou la somme de deux quelconques 

de ces X -+- p = p restes ne peut pas être divisible par p ; il 

2 

en résulte que les nombres positifs 

«ii a *i ---i **; Pu P21 ..-i h 

sont tous incongrus entre eux et sont par suite dans un certain ordre 
les nombres 

1, 2, 3, ,?-£-. 

On a donc 

<v «■.... «x. h -fi-... Pt = 1.2.3 ?-^-- 

Mais d'après la définition même des a et des p, on a 

«i.**.. «x(- p 1 )(-p 2 )...(- PjeeD.2D.3D... ^^D (mod.p), 

c'est-à-dire 

» — 1 ^ 

(-l)^.*i.^..«x.Pi.pf.. P,. = 1.2 £y- • D » (mod.p). 

Il en résulte 

tzL 
D « = (— 1)* (mod. p) 

et par suite 

/m 

■1)* 



d)-'- 



On peut remarquer que \i désigne le nombre des restes minima po- 
sitifs des nombres 

D, 2D, 3D, , ^D 

P 
qui sont plus grands que £-• 

2 

L'application au cas où D = 2 est immédiate ; les restes mi- 
nima de ces nombres sont ces nombres eux-mêmes : 



*, 4, 6 p-1, 

3 des nombres pairs cono 
ce qui revient au même, au nombre des nombres entiers compris 



et n est égal au nombre des nombres pairs compris entre -^ etp, ou, 

2 
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P P P — 1 P — 1 

entre ^ et £ . Si r est pair, ce nombre est égal à r ; si 

4 z z 4 

^~ est impair, ce nombre est égal à £- - — ; dans le premier 
z ^ 

P+ 1 
cas — - — est impair et Ton peut écrire 

\l = -*-^— f* (mod. 2). 

p + 1 p-f-1 p — 1 p a — 1 

Or - — ■'«-ï — -HT' 

Dans le second cas, on a de même 

p_l p «_i 

fi = ^y-i* = ^-g— (mod.ï). 

Donc dans tous les cas, on a 

ce qui donne les règles énoncées plus haut. 

42. Si nous revenons au cas général, nous voyons que le nombre 
désigné par p est défini lorsque p est un nombre impair, qui n'est 
pas nécessairement premier. On peut convenir de représenter par 

(— ) la valeur de ( — 1)*, dans le cas où p n'est pas premier; 

mais le symbole ainsi défini ria de signification quadratique que 
lorsque p est un nombre premier ; il coïncide dans ce cas avec le 
symbole de Legendre. M. Schering et Kronecker ont montré que le 
symbole ainsi généralisé a les propriétés du symbole de Legendre. 
On peut remarquer d'abord que dans le calcul relatif au nombre 2, 
on n'a jamais supposé que p soit premier ; on a donc toujours 

©=<->^ 

p étant un nombre impair quelconque. De môme si D = — i, on 
voit immédiatement que tous les restes minima absolus sont néga- 
tifs ; on a donc 



90 THÉORIE DES NOMBRES 

et par suite, d'après la définition môme du symbole généralisé, 

Pour généraliser les autres propriétés élémentaires du symbole de 
Legendre, il est commode de se servir d'une expression analytique 
de (— ty, expression qui d'ailleurs nous sera utile dans la 
suite. 
Nous représenterons par Si (a?) le reste minimum absolu du 

nombre x par rapport à p, de sorte que K ' est inférieur à 

i p 

— en valeur absolue et que Ton a 
z 

&(x)=a? (mod.p). 

Si en adoptant une notation due à Kronecker, nous désignons, 
d'une manière générale par sgn. a (prononcez : signe de a) l'unité 
précédée du signe -h ou du signe — suivant que a est positif ou 
négatif, on a 

«_ £zî 



• (j;) = "8*- II «W 



Cette égalité a été démontrée lorsque p est un nombre premier 

impair et sert de définition au symbole ( — j lorsque p est impair 

et non premier. 
Il est clair que l'on a 



SI 

x = x' 
et 

Cl 


(mod. p); 


ai 

X = — X 


(mod. p) 


Il en résulte que la congruence 




D = D' 
entraîne 


(mod. p) 


\pj \pJ 
ce qui était évident lorsqu'on supposait p premier. 
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11 nous reste à démontrer l'égalité fondamentale 



m - a- 



Soient 

*i> **i ■ - M V» —Pi» — P«> • • •» — Pu 

les restes minima absolus des nombres 

D, 2D, SD,...,£=±D. 

Les nombres 

«ii «s, .. • **; Pi, Pi, . .. Pji 

sont égaux, abstraction faite de Tordre, aux nombres 
1, 2,3,...,^. 

On peut donc, pour calculer ( — ) ' prendre les restes minima ab- 
solus des nombres 

crj)', «jy, ...* X D'; ptD', ...,p,D'. 

On peut donc écrire 



(j) = sg*-Jl&(*v)mv)- 



Hais on a 

&(PD') = — &(— PD') 

et le nombre des p est égal à y. ; on a donc 



(£) = sgn. (- 1/U«(dy)5l(- ?D') 
ou bien, en multipliant par l-j ou (— !)•% 

(5)(^) = sgn.n«(«D'j«(-PD'). 

Mais les a et les — p sont respectivement congrus aux nom- 

P — i 

bres D, 2D, . . ., D; on a donc 

l 



"=' C. Q. F. D 

Donc pour déterminer le signe du symbole ( — ) > on peut décom 
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poser D en facteurs premiers et considérer les facteurs premiers qui 
figurent dans D avec un exposant impair; il suffira de faire le pro- 
duit des symboles relatifs à chacun de ces facteurs. 

Indiquons enfin la représentation analytique du symbole f — j due 

à Eisenstein; elle n'introduit pas de symboles à définition arithmé- 
tique, tels que 3{(x) ou sgn. a. Remarquons d'abord que Ton a 



et par suite 



sgn. sm = sgn. 9l(aD) 

P 



2itaD 
sm 



©--ri 



(?) - - n 



V — i 

Or, a étant inférieur à r » Ton a 

2! 

. 2ita 
sgn. sin — = h- i ; 

donc 

„=*=! . 2itaD 
a sm 

2ica " 
a=t sin — 
P 

o— 1 
Mais en valeur absolue, le produit des £-— — sinus du numéra- 

• P— 1 
teur a la môme valeur que le produit des £-3 — sinus du dénomi- 
nateur ; on peut donc supprimer le symbole sgn. et écrire 

*=E=L . 2itaD 
* sm 

\p) = 11 . 2*a ' 

a=i sin — 
P 

Dans le cas où D est un nombre impair, on voit facilement que 

Ton peut écrire aussi 

fl =£zl . *aD 
» sin 

P 



G)-n 



sm — 
P 
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Cette expression analytique a conduit Eisenstein à poser ( — ] =0, 
lorsque D n'est pas premier avec p. 



IV. — Loi de réciprocité. — Applications. 

43. Nous allons démontrer maintenant sur le symbole ( - ) géné- 
ralisé une proposition qui se réduit à la loi de réciprocité de Le- 
gendre lorsque D et p sont deux nombres premiers. Cette proposi- 
tion consiste dans l'égalité 



(?)©=<-"••• 



dans laquelle p et q sont deux nombres impairs positifs quel- 
conques. Si l'on suppose que p et q sont premiers, chacun des sym- 
boles qui figurent dans le premier membre a une signification qua- 
dratique et la formule se traduit ainsi en langage ordinaire : 

Si Vun quelconque des nombres p et q est de la forme 4n 4- 1 : 
si p est reste de q, q est reste de p et si p est non-reste de q, q est 
non-reste de p. 

Si, au contraire, p et q sont tous deux de la forme 4n 4- 3 : si 
p est reste de q, q est non-reste de p et si p est non-reste de q, 
q est non-reste de p. 

C'est la loi de Legendre. 

Nous allons démontrer la proposition plus générale qui vient 
d'être énoncée. Pour cela écrivons 



s 



(p) = s * n - n ^m- 



Pour que Si(aq) soit négatif, il faut et il suffit qu'il y ait un 
entier x\ tel que Ton ait simultanément 

pxt > aq, 

px { < aq -f- 1 1 
ou simplement (aq — px t ) ( aq — px, 4- ^ ) < 0. 
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D'ailleurs si z désigne un entier différent de x x on a 

{aq - pz)[aq — pz -+- -| J > 0, 

car, si z est plus petit que x, les deux facteurs sont positifs; si z est 
plus grand que x, les deux facteurs sont négatifs. Si donc n désigne 
un entier supérieur ou égal à a? t , on a 



sgn. ft(a?) = sgn. JJ{aq — px) (aq — px -+- £ j - 



Or on a 



et 



Donc 



et par suite 



par < a? + 1- 






2 
ou, puisque q est impair et x entier, 

On peut donc prendre 

q-i 

n= 2 

et écrire 



sgn. Sl(aç) = sgn. JJ (aç — px/ aq — px -h |j 



Par suite 



■ g—— g— 

S 2 S 



(p) = sgn - n ft(a *) = s & n - n n (a * _ px) ( a? ~ p * + ?) 

a=l «t=i x=l 

Nous pouvons écrire 

a=— x=2Zi a=£li — g ~ t 

(p) = Sgn - II II ( a ?-P x ) X sgn. JJ JI (a? - px + |) • 

a=l x=l a=l x=l 
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Remplaçons dans le dernier produit la variable x par %— y ; 

Q — 1 
y variera comme x de i h i-rr — » et Ton aura 



d'où 



aq — px-h^ = aq-hpy — -^ , 



S 9 - 1T- _ 



a=l x=l a=l y=l 

ou t en réunissant de nouveau les deux produits et remplaçant x et 
y par b, 

On trouve de même 

(?) = sgn. n ri (*p - «?>(* + -f - ?) • 

a=l 6=1 

Donc 



2 



(f ) (?) = sgn - n ir-c-w- 

a=l 6=1 

« 1 1 

Le nombre des facteurs est égal à ^-^ — 1 —r — puisque a doit 
prendre ^— — valeurs et é, ^ - On a ainsi finalement 

p-1 ç-J 



©GK^- 



Cette démonstration est due à Kronecker. 

44. On peut rendre la démonstration de cette égalité intuitive en 
s'aidant de quelques considérations géométriques (*). 

O Cf. Cayley. Collectée Mathematical Paper s, tome II. 
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Désignons par p et q deux nombres impairs premiers entre eux : 
traçons deux axes rectangulaires Ox, Oy; prenons sur Ox une 
longueur OP égale à p et sur Oy une longueur OQ égale à q. 



Q±- 



M' 



NL 



UL L L 






-or 



N' 



M 



achevons le rectangle OPRQ et traçons ses diagonales OR et 
PQ qui se coupent en I, et ses axes de symétrie MM' (a? = |j 

et NN'(t/ = ^)' Nous considérerons uniquement les points de 

coordonnées entières situés à l'intérieur de ce rectangle (non sur le 
périmètre) ; p et q étant impairs et premiers entre eux, aucun de ces 
points ne se trouve sur les droites MM', NN', OR, PQ. On a tracé 
sur la figure (faite dans l'hypothèse p = 9, q = 7) les parallèles 
aux axes qui déterminent ces points, en forçant le trait pour celles 
de ces droites dont l'abscisse ou l'ordonnée est paire. Nous désigne- 
rons par tb ceux de ces points dont les deux coordonnées sont paires, 
par a ceux dont l'abscisse seule est paire, par o ceux dont l'ordon- 
née seule est paire et par i ceux dont les deux coordonnées sont 
impaires. 

On aperçoit immédiatement la vérité de propositions telles que 
la suivante : le symétrique d'un point i par rapport à MM' est un 
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point a; donc le nombre des points t compris à l'intérieur d'un con- 
tour fermé quelconque C est égal au nombre des points a compris 
à Tintérieur du symétrique C de C par rapport à MM'. Nous nous 
appuierons sur cette proposition ou d'autres analogues pour avoir une 

expression simple du symbole ( — )î nous avons vu que Ton a 
l± désignant le nombre des restes minima des nombres 



q, 2ç-, 3?, 



2 



qui sont supérieurs à -^ • Or le reste minimum d'un nombre aq est 

p 2*0 

inférieur ou supérieur à -^ suivant que la partie entière de — - est 

paire ou impaire. Donc p est congru, suivant le module 2, à la 
somme des parties entières des nombres 

2? Aq 6? (p—i)9 

p p p , P 

40 

Mais la partie entière du nombre — par exemple est égale au 
nombre des points d'ordonnée entière situés sur la droite 

x = 4 
entre Taxe des x et la droite OR dont l'équation est 

V = - x. 

Donc {x est congru (mod. 2) au nombre des points d'abscisse paire 
et d'ordonnée entière, c'est-à-dire des points m et a, compris à V inté- 
rieur du triangle OPR. Mais le nombre des points a compris à 
l'intérieur de OPR est égal au nombre des points m compris à 
l'intérieur de PRQ ; donc 4 u est congru (mod. 2) au nombre des points 
in compris à l'intérieur des triangles OPR et PRQ. Or ces deux 
triangles ont une partie commune IPR, et les points m compris à 
l'intérieur de cette partie commune étant comptés deux fois, nous 
pouvons les supprimer et conclure que n est congru (mod. 2) au 
nombre des points w compris à l'intérieur des deux triangles 
OPI, QRI. On verrait de même que l'on a 



©=<-"••• 
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|jl' élant congru (mod. 2) au nombre des points m compris à Tinté- 
rieur des deux triangles OQI, PRI ; donc 



(5X9- <-***• 



[i -f- jx' étant congru (mod. 2) au nombre total des points ra situés 
à Tintérieur du rectangle OPRQ, c'est-à-dire à 

V — * ?— i 

2 ' 2 ' 
ce que l'on voulait établir. 

Cette représentation géométrique permet de démontrer une pro- 
position utilisée comme lemme dans certaines démonstrations de la 
loi de réciprocité. 

p. 



Q K 



. i 



N 



V:. 






M 






y i 



-4 



M 



^ 



.i 



R 

A 



uf 



N 



Le nombre des points m compris à Tintérieur des triangles IMP, 
IM'R, IM'Q, est égal au nombre des points o, i et a situés à Tintérieur 
de OMI ; donc le nombre des points m situés à l'intérieur de OPI et 
R1Q est égal au nombre des points va, a, o et t, c'est-à-dire de tous 
les points de coordonnées entières situés à Tintérieur de OMI. Or en 
faisant une transformation homothétique avec un rapport d'homo- 
thétie égal à 2, le pôle étant le point O, on voit que le nombre des 
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points de coordonnées entières situés à l'intérieur de OM1 est égal au 
nombre des points de coordonnées paires situés à l'intérieur 
de OPR (*). Donc ja est congru à ce nombre; c'est-à-dire que jx est 
congru à la somme des parties entières des nombres 

p-i 
q %f 3g 2 ' 



p p p p 

C'est le lemme dont il vient d'être question. Réciproquement, si on 
admet ce lemme, la démonstration de la loi de réciprocité est immé- 
diate avec notre figure ; n est congru au nombre des points m situés 
à l'intérieur de OPR ; n' est congru au nombre des points m situés 
à l'intérieur de OQR ; donc \x -h p' est congru au nombre total 

de ces points, c'est-à-dire à — - — • •—- 

45. Nous pouvons maintenant résoudre d'une manière générale la 
question que nous nous étions posée : D étant un nombre impair 
donné, trouver un critérium aussi simple que possible faisant 

connaître le signe de ( — V Nous supposons simplement p impair 

et premier avec D ; si p est un nombre premier, le symbole a une 
signification quadratique. 
On aperçoit immédiatement que l'on a 

Or la valeur de (j-\ ne dépend que du résidu minimum de p 

(mod. D) ; la valeur de ( — 1) * a ne dépend que du résidu 
minimum de p (mod. 4) (et môme en est indépendante si D est de la 
forme An -+- 1). On en conclut que, dans tous les cas, la valeur de 

( — j ne dépend que du résidu minimum de p (mod. 4D), résultat 

que nous avions déjà énoncé sans démonstration ; on voit même 
que si D est de la forme 4» 4-1, il suffit de considérer le résidu 
minimum de p (mod. 2 D) (**). 

(*) Remarquons, en passant que la série de transformations faites a pour résultat 
de montrer que le nombre des points a situés à l'intérieur de OPR est pair. 

(•*, On ne considère pas le résidu minimum (mod. D) parce que celui-ci ne serait 
pas nécessairement impair, et la loi de réciprocité ne s'applique qu'aux nombres 
impairs. 
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Soit, par exemple, D = 3, on a 4D = 12; les nombres 
impairs inférieurs h 12 et premiers avec 3 sont 1, 5, 7, 11 ; on 
trouve facilement 

© = -• © = -• G)~« • (n) = - 

Donc : 3 est résidu quadratique des nombres premiers de Tune des 
formes 12n + l et 12n4-H et non-résidu des nombres 
premiers de Tune des formes 12n4- 5 et 12n 4- 7. 

Prenons comme second exemple D = 5 ; D étant ici de la 
forme 4n + l, il suffit de considérer les nombres impairs pre- 
miers avec D et inférieurs à 2D; ce sont 1,3, 7,9; on trouve 

G)-**- ©=-• ©--«• G)—- 

Donc : 5 est résidu quadratique des nombres premiers de Tune des 
formes lOn -h 1 et 10*4-9 et non-résidu des nombres premiers 
de Tune des formes lOn 4-3 et lOn 4- 7. 

46. La loi de réciprocité permet aussi de déterminer facilement la 

valeur du symbole ( — 1 lorsque D et p sont de grands nombres. 

Nous allons nous contenter d'indiquer le principe de la méthode 
employée, sans entrer dans des détails sur les simplifications que 
Ton peut y apporter. 

Supposons par exemple D < p ; sinon on remplacerait D par 
son résidu minimum (mod. p). La loi de réciprocité donne 



(S) = (êW 



p—l D-1 

_ ~i~ s 



mais si nous désignons par p' le résidu minimum de p (mod. D), 
on a 



(«)-©■ 



On est donc ramené à calculer un symbole analogue, mais dans 
lequel les deux termes sont respectivement inférieurs à ceux du 
symbole proposé ; on pourra continuer de même, jusqu'à ce qu'on 
arrive k des nombres très simples. 
11 faut remarquer que la loi de réciprocité ne s'applique qu'aux 
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nombres impairs ; par suite, si p' par exemple est pair, on devra le 
décomposer en un produit d'un facteur impair et d'une puissance 
de 2. Si l'exposant de cette puissance est impair, on devra appliquer 
la règle qui donne le caractère quadratique du nombre 2. On peut 
aussi éviter d'avoir à écrire des nombres pairs, en prenant tantôt 
le résidu minimum positif, tantôt le résidu minimum négatif; 
pour un module impair, l'un des deux est toujours impair. Mais on 
devra se servir du caractère quadratique de — 1, ou bien de la 
loi de réciprocité généralisée pour les nombres négatifs; si l'on pose 
par définition 

&)--©• 

p étant positif et D positif ou négatif, on constate que la loi de réci- 
procité s'exprime par la formule 



(!K)<- 



„¥•=?—, 



e et *î étant respectivement égaux à 1 ou à zéro suivant que p et q 
sont positifs ou négatifs ; en d'autres termes la loi de réciprocité 
subsiste, à moins que les deux nombres p et q ne soient négatifs. 

En combinant les remarques précédentes, on arrive très simple- 
ment au résultat. 

o io / 

On a 436 = 2* .1 09; donc 



/436\ _ /109\ 
\875/ " \875/ ' 



D'ailleurs 109 = 4 . 27 4- 1 ; donc 

/109\ _ /875\ _ / 8.109h-3 \ _ /_3\ 
\875/ \109/ \ 109 / \109/ 

et puisque 109 est de la forme 4n -h 1 : 
Donc 

/A3ft\ 

1. 



/436\ _ 
\875/ — 
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11 faut remarquer que, 875 n'étant pas premier, ce symbole n'a pas 
de signification quadratique ; on aurait donc pu procéder autrement, 
en décomposant en leurs facteurs premiers le numérateur et le déno- 
minateur. On a de cette manière 



^436\ _ / 2M09 \ _ /109\ /109\ __ /4\ /4\ __ 
^875J " V * s .7 / ~ \ 5 / \ 7 / " \5/ W ~ 



CHAPITRE V 
DÉCOMPOSITION DES NOMBRES EN CARRÉS. - APPLICATIONS 



I. — Formes en général. — Sommes de carrés. 

47. Un des problèmes les plus importants de la théorie des nom- 
bres est celui de la représentation des nombres par les formes. Nous 
ne pouvons pas songer ici à parler de tous les travaux auxquels ce 
problème a donné lieu; nous allons simplement en étudier quelques 
cas simples, choisis de manière à constituer une application immé- 
diate des théories précédentes et à conduire à des notions nouvelles 
intéressantes. 

On sait que Ton désigne en Algèbre sous le nom de forme tout 
polynôme homogène ; on distingue dans une forme deux choses 
essentielles : le degré de la forme et le nombre des variables. Les 
formes des degrés 1, 2, 3, 4 sont dites linéaires, quadratiques, cubi- 
ques, biquadra tiques] les formes à deux, trois, quatre variables sont 
dites binaires, ternaires , quaternaires. Ainsi 

ax* -+- byzt 

est une forme cubique quaternaire ; a et b sont les coefficients de la 
forme ; x, t/, z t t les variables. Une forme à coefficients réels est 
dite définie lorsqu'elle garde toujours le même signe, quelles que 
soient les valeurs réelles attribuées aux variables ; une forme peut 
être définie positive (par exemple a? s -+- ?/*) ou définie négative (par 
exemple: — a: 4 — j/ 4 — z 4 ); une forme non définie est dite 
indéfinie. Une forme indéfinie peut pour des valeurs réelles des 
variables prendre une valeur réelle quelconque donnée à l'avance- ; 



104 THÉORIE DBS NOMBRES 

une forme définie peut prendre toutes les valeurs d'un certain signe 
et celles-là seulement. 

Nous avons rappelé ces définitions parce qu'elles subsistent en 
Arithmétique ; seulement, on suppose essentiellement que les coeffi- 
cients des formes sont des nombres entiers (positifs ou négatifs) et 
que les variables prennent seulement des valeurs entières. Dès lors, 
la valeur numérique de la forme est toujours un nombre entier; de 
plus, il est facile de s'assurer, qu'en général, cela ne peut pas être 
un nombre entier quelconque ; par exemple, la forme x* -t- %j % 
ne prend jamais la valeur 5 quelles que soient les valeurs entières 
de x et de y. Le problème de la représentation des nombres par les 
formes est dès lors le suivant : étant donnée une forme, trouver les 
nombres entiers auxquels elle peut devenir égale (pour des valeurs 
entières des variables, bien entendu) ; on dit que ces nombres 
peuvent être représentés par la forme. 

Avant d'étudier des cas particuliers de ce problème, nous allons 
présenter quelques remarques sur le cas général. 

48. On se propose de rechercher quels sont les nombres suscep- 
tibles d'être représentés par la forme de degré n 

?(*» y* z )- 

Soit A l'un de ces nombres : 

K = t(*o, y<» -•)- 

On aura, k désignant un entier quelconque, 

/^A = cp(fcr , fy , *z ), 

c'est-à-dire que de la représentation du nombre A , on déduit une 
représentation du nombre k»A . Cette dernière représentation est 
dite impropre ; on donne inversement le nom de représentation 
propre à toute représentation dans laquelle les valeurs des variables 
sont des nombres premiers entre eux dans leur ensemble. Il est clair 
qu'une représentation propre ne peut être déduite d'une autre par 
le procédé employé tout à l'heure; au contraire, toute représentation 
impropre peut être déduite de cette manière d'une représentation 
propre et d'une seule. On en conclut qu'il suffit d'étudier les repré- 
sentations propres. Par exemple pour trouver toutes les représenta- 
tions possibles du nombre p* n q n \ {p et q étant des nombres pre- 
miers et A n'étant divisible par la puissance n iéme d'aucun nombre 
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premier) par la forme de degré n : <p (x, y, z), il suffira de chercher 
les représentations propres des nombres 

p* n q n \ > pV A o> ? n A , p 2n A , p"A , A . 

On a ainsi décomposé le problème en plusieurs autres qui sont 
essentiellement distincts. 

Il est donc naturel d'étudier surtout les représentations propres ; 
un premier exemple nous convaincra d'ailleurs de l'avantage qu'il 
peut y avoir à les considérer exclusivement. 

Nous allons nous occuper des formes qui sont des sommes de 
carrés : 

* 2 ■+- y* -+- & ■+■ 

et nous supposerons essentiellement que les nombres x y y, j, sont 

premiers entre eux dans leur ensemble. Cette hypothèse va nous per- 
mettre d'établir des théorèmes intéressants sur les sommes de deux 
et de quatre carrés. 

49. Le premier de ces théorèmes est en quelque sorte un théorème 
d'Algèbre ; il consiste en ce que le produit de la somme de deux carrés 
par la somme de deux canes est aussi la somme de deux carrés ; de 
même le produit de la somme de quatre carrés par la somme de quatre 
carrés est aussi la somme de quatre carrés. Il faut entendre ici par le 
mot carré : carré d'une fonction entière à coefficients entiers d'indé- 
terminées d'ailleurs quelconques. 

Il suffit, pour vérifier ces propositions, d'écrire les identités 

( a * + ôi)( a * h_ pi) = ( a « + ftp)i + ( a p — fa)* 
et 

( a t + £ 8 h- c * + cP)(a* -h P 1 -*- Y* -h 8») = A» -+- B* + C 2 -+- D\ 

où l'on a posé : 

A = aoL-t-b^-hCf-r-dS, 

B = ap — ba -+- cl — (/y, 

C = art — c«-4-dp — bl, 

D = a8- rfa-4-6 r — cp. 

Si, en particulier, on suppose que a, 6, c, d, a, p, -^ 8 sont des 
nombres entiers, on a des théorèmes d'arithmétique ; c'est de ces 
théorèmes que nous allons nous occuper actuellement pour en 
démontrer en quelque sorte la réciproque : si un nombre premier 
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divise la somme des carrés de deux ou quatre entiers sans diviser tous 
ces entiers, il est lui-même la somme de deux ou de quatre carrés. 
On voit aisément que cet énoncé revient au suivant : si un nombre 
divise la somme de deux ou quatre carrés premiers entre eux (dans leur 
ensemble), il est lui-même la somme de deux ou quatre carrés. 

Nous ne donnerons la démonstration que pour le cas de quatre 
carrés, en ajoutant que, dans le cas de deux carrés, elle est fondée 
sur le même principe et est plus simple. 

Supposons donc que p divise la somme a 2 h- b i -\-c 2 -^-d i , où 
a, b, c, d sont premiers entre eux. Nous pouvons remplacer a, 6, c, 
d par leurs résidus minima absolus par rapport à p ; nous désigno- 

P 
rons par a', b', c\ d' ces résidus inférieurs ou au plus égaux à ^-i 

ils ne peuvent être tous les quatre égaux à ~ puisqu'ils sont pre- 
miers entre eux; on a donc 

a 'i_ h 4'« + c ri + * I <4(jy» 

le signe < excluant légalité. (On suppose p">2; 2 — i'-M* 
est la somme de deux carrés). Donc on peut poser 

(1) a't + b't-trc'ï + d'* = pp', 

p' étant inférieur à p; si p' était égal à i, on aurait mis p sous la 
forme de la somme de quatre carrés ; supposons p' > 1 et soient 

a'-*p\ V—$p\ c'-TP't d'-lp' 

les résidus minima absolus de a', b\ c', d! par rapport à p' (ils ne 
sont pas tous nuls, sinon a, 6, c, d ne seraient pas premiers entre 
eux) ; on a 

(2) (a' - ap')> + (b 1 - W)* -+- (c' - Tp') 1 + (d' - 8//)» = p'p' , 

;/ étant inférieur a p' et par suite inférieur a p. En multipliant 
membre à membre les égalités (1) et (2), on obtient 

A»+.B*-hC 2 -f-D ï = ppV 
avec 

A = a'*+b*+e*-^-(d%+b'$+c'ï-^*)p' =p'[p-a'*- A'p-c 1 ? -d'3] , 

B = (Vol— a'$— c'Y+tf 8)p\ 

C = (c'a— a 'Y-d'P-f-6'8)p', 

D = (£*'*— a'8— ô'y-HW> 
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c'est-k-dire des valeurs de la forme 

A = a m p\ B = b'p', C - <?>', D -. d'p'. 

On en conclut 

(3) a" -+- tn + c " + d" = pp", 

égalité de la môme forme que (1), mais où p' est inférieur à p' ; si 
p' n'est pas égal à un, on opérera de même, et on obtiendra une 
série d'égalités : 

a»* + b m% -+- c m * + <F f = W>'\ 



«î 4- 6?, -h *î -h rf» = pp„, 

;/, p", p w , , p n étant des entiers décroissants et ne pouvant 

ôtre nuls; il arrivera nécessairement que l'un d'eux sera égal à 
l'unité, et l'égalité correspondante prouvera que p est la somme de 
quatre carrés. 

50. Il est maintenant facile de démontrer que tout entier est la 
somme de quatre carrés au plus. Il suffit pour cela de faire voir que 
tout nombre premier est la somme de quatre carrés au plus. Nous 
allons le montrer pour les nombres premiers de la forme 4n h- 3 ; 
nous verrons ensuite que tout nombre premier de la forme 4n -h 1 
est la somme de deux carrés. Enfin on a déjà remarqué que 2 est la 
somme de deux carrés. 

Soit p un nombre premier de la forme An -+- 3 ; considérons la 

série des nombres 

1, 2, 3, , p-1. 

Le premier, 1, est résidu quadratique de p ; le dernier, p — 1, 

est non-résidu ; il y a donc certainement dans la suite un résidu a 

suivi d'un non-résidu a -f- 1 ; — 1 étant non-résidu de p, — a — 1 

est résidu ; on peut donc trouver des nombres t et u satisfaisant 

aux congruences 

t % = a (mod. p), 

u % = — a — 1 (mod. p). 

On en conclut 

£ i + ii , h-1 =0 (mod. p). 

Donc p divise la somme de trois carrés premiers entre eux 
/* -+-u* -+- 1 ; donc p est la somme de quatre carrés au plus. 
Il est bon de remarquer que p, nombre premier de la forme 
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An ■+■ 3, ne peut pas être la somme de deux carrés ; en effet, si Ton 

avait 

p = f* -+- u 1 , 
on en conclurait 

i % = « (mod. p), 

m 8 = — a (mod. p), 

et par suite — 1 serait résidu quadratique de p, ce qui est im- 
possible. 

Ceci nous montre que les nombres premiers q de la forme An -h 1 
sont la somme de deux carrés, à rexclusion de tous les autres; en 
effet, — 1 est résidu quadratique ; donc lacongruence 

a? 2 -h 1 = (mod. q) 

a une racine, c'est-à-dire : q divise la somme de deux carrés pre- 
miers entre eux. 

Cette propriété des nombres premiers q de la forme 4n -h 1 est 
si importante, que nous croyons devoir en donner plusieurs démons- 
trations, d'ailleurs intéressantes par elles-mêmes. 

Elles sont toutes fondées sur ce qu'un nombre divisant la somme 
de deux carrés est lui-môme la somme de deux carrés ; ce qui les 
distingue, c'est la manière dont on obtient la somme de deux carrés 
divisible par le nombre premier An -h 1. 

Le théorème de Wilson nous en fournit immédiatement une. Soit 
en effet q = An -+- 1 un nombre premier ; on a 



Mais 



1.2.3 4n-+-l =0 (mod. q). 

1 = — 4n (mod. q), 

2~— (4n — 1) (mod. q), 



2n = — (2n -h 1) (mod. q). 

Ces congruences étant en nombre pair, on obtient, en les multipliant 
membre à membre, 

1.2 2n = (2n h- l)(2n -+- 2) 4n (mod. q). 

Le théorème de Wilson se trouve dès lors exprimé parla congruence 

[1.2 (2n — l)2n] î -hl=0 (mod. q), 

qui exprime bien que q divise la somme de deux carrés. 
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SI. Une autre démonstration, due à M. Smith, fait appel à des 
considérations toutes différentes. 

Considérons une fraction continue limitée, dans laquelle les 
quotients incomplets sont des entiers positifs : 

ûiH- 1 



a, -M 



«3-4-1 



-M 

On 

On sait qu'elle est égale à une fraction toujours irréductible, qui 
s'écrit 

(a,, a», , fl„) 

(a*, ci 3 , ...» On) 
en représentant, d'une manière générale, par 

(ai, a s , . .. , a k ) 

une fonction facile à calculer des lettres a iy a,, . . . , <?*. Nous 
appellerons, pour un instant, fonctions F, ces fonctions qui sont 
ainsi numérateurs ou dénominateurs de réduites. 

Ces fonctions F ont des propriétés très simples ; nous démontre- 
rons tout à l'heure les deux suivantes : 

(*) (ai, a*, • • a H ) = (a», fl„_i, . . . ai), 

(P) fat, a«> • . , û/m ûjm-ii ...«») = («i» «t ... 1 «/»)(«iM-ti ...» On) 

-H («i, flj ... 1 ap-i)(aiH-«» • • • a«). 

Considérons en particulier des fonctions F pour lesquelles les 
quotients incomplets équidislants des extrêmes soient égaux : 

a k — <*„_*. 
Nous distinguerons le cas où n est pair de celui où n est impair. 
Soit d'abord n = 2p; nous avons, d'après l'égalité (?), 

(ai, a 2 , . . . , a») = (a„ . . ., a 7 ,)( a ; „ . . . , a,) 
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ou, d'après (*), 

(Ot, a,, . . . , a n ) = (a t , . . . , a p )* -f- (a lf . . . , a^)*, 

c'est-à-dire qu'une fonction F de cette forme est une somme de deux 
carrés. Si n est impair et égal à zp — 1, on obtient de môme 

F = («„ ...,On) = (a u . . . , ap_i) [(a„ . . , a p ) + {a u . . , a^)] , 

c'est-à-dire que dans ce cas F n'est pas un nombre premier (une 
discussion facile exclut le cas où l'un des facteurs du second mem- 
bre serait égal à l'unité; cela ne peut arriver si a t > I). 

Ceci posé, M. Smith a cherché à représenter un nombre quelcon- 
que P par une fonction F, dans laquelle a t est supérieur à l'unité. 
Dans une fraction continue limitée, on peut toujours supposer 
a n ^L 1, ou bien a n = 1 (*) ; je ferai la première hypothèse. Ceci 
posé, la fraction continue dans laquelle a x et a n sont supérieurs àl, 
ne peut provenir que d'une fraction ordinaire ayant pour numérateur 

p et pour dénominateur un nombre q inférieur à -^ et premier avec 

z 

p. Soit 

(fli, q a , ..., a H ) _ p^ 

(«„ . .., On) ~ g* 

On aura 

(a w -i, . .., ai) ~~ ?'' 

et q' sera pour la môme raison que q, premier avec p et inférieur 

à -^-. On fait ainsi correspondre à chaque fraction— une fraction -^7 
2 q q 

présentant les mômes quotients incomplets dans l'ordre inverse. Il 
peut se faire que Ton ait q = q ; alors, mais seulement alors, 
les termes équidistants des extrêmes seront égaux ; c'est ce qui 

P 
arrivera nécessairement si le nombre des nombres inférieurs à -^- 

z 

et premiers aveep (en excluant l'unité qui ne donne rien) est impair; 
car ces nombres se correspondant deux à deux, il y en aura 
nécessairement un qui se correspondra à lui-môme. Tout nombre p 
satisfaisant à cette condition peut être représenté par une fonction F 
dans laquelle les quotients incomplets équidistants des extrêmes 



(*) Pour cela, bien entendu, il peut être nécessaire de changer d'une unité la 
valeur de n. 
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sont égaux ; il est donc la somme de deux carrés ou le produit de 
deux facteurs ; nous excluons ce dernier cas en considérant un 
nombre p premier. Pour que le nombre des entiers inférieurs 

à ■— et premiers avec p (non compris l'unité) soit impair, il faut 

supposer p = An -h 1 ; nous arrivons donc k cette conclusion que 
tout nombre premier de la forme 4n-hi est la somme de deux carrés. 
Il nous reste h établir les deux propriétés des fonctions F sur 
lesquelles nous nous sommes appuyés. La première (a) résulte 
immédiatement de la représentation des fonctions F par les déter- 
minants ; on vérifie en effet que 



(«i» «2, • 



a n ) = 



&\ 


u 





. 







V 


a* 


u 





. . . . 








V 


a 3 


u . 





















. 






V 


ff«-i 


u 


. 








V 


On 



u et» étant deux nombres assujettis à la seule condition uv = — 1 . 
Cela est évident pour n = 1 et n = 2 et on le démontre de 
proche en proche en développant le déterminant suivant les éléments 
de la dernière ligne ou de la dernière colonne et appliquant l'iden- 
tité bien connue dans la théorie des fractions continues (*) : 

P n = a n P„_| -f- Pn-1- 

En développant le déterminant d'après la règle de Laplace par 
rapport aux éléments desp premières lignes, on obtient précisément 
la relation ((*). 

On peut d'ailleurs la démontrer sans faire appel à la théorie des 
déterminants. 

Considérons deux indéterminées x a et x { et déduisons-en les 



quantités x 2 , ar 3 , . . . , 
x 2 = a t a?i 

Xi = a^x.2 






par les relations 



r w -+_i 



a n x n - 



Xn 



(*) On a des formes particulièrement intéressantes en supposant u = i, 
17 = — 1, ou u = v = ^— i . On pourrait aussi ne pas supposer tous les tt, ni 
tous les v égaux entre eux pourvu que le produit des correspondants fût égal 
h — i. 
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Il est clair que Ton a 

•Tn-f-i = (ai, a*, . . . , a„)x l -h (a,, . . ., a n )x . 

Mais nous pouvons calculer #„+, en partant de x y et x p + u 
de la même manière qu'en partant de x et de x, ; on obtient ainsi 

*„_+_! = (a iM _i , . . , an)Xi,+i -H (Vf! » • • » <*«)*;" 
Or, 

Sjh-i = (ai, . . . , a p )xi + (a i7 . . . , a^)x . 

En identifiant les coefficients de Xi dans les deux expressions de 
x„_i_x on obtient la relation cherchée : 

(«i, . . ., a n )= (a,, . . , aJCa^i, . . ., a n ) 4- (a l4 _ . . . a^Xa^j, . . . a w ). 

II. — Nombres complexes de Gauss. 

52. Nous allons maintenant indiquer les conséquences impor- 
tantes de ce fait que les nombres premiers de la forme 4n + 1 
sont, à l'exclusion des autres, décomposables en sommes de deux 
carrés. 

Pour cela, il est nécessaire d'introduire la notion de nombres 
entiers complexes. De même qu'en Algèbre, il y a avantage pour 
beaucoup de questions d'arithmétique à considérer des nombres 
complexes de la forme a -+- A», dans lesquels t désigne un sym- 
bole soumis aux règles de calcul ordinaires, avec cette restriction 
que Ton réduit toujours un polynôme en i au reste de sa division par 
? + 1. Nous ne rappelons pas ici la théorie algébrique des nom- 
bres complexes, sur laquelle nous aurons à revenir dans la seconde 
partie pour l'exposer d'une façon systématique; il suffit ici de sup- 
poser connue l'une quelconque des théories ordinaires ; nous 
tenons seulement à faire remarquer que les nombres ainsi intro- 
duits sont essentiellement différents de ceux que nous avons appe- 
lés imaginaires de Galois; nous pensons qu'il ne peut résulter 
aucune confusion de l'emploi d'un même symbole i dans ces deux 
théories. Dans les imaginaires de Galois, ce symbole est défini par 

la congruence irréductible 

f(i) = (mod. p); 

ici, par Yégalité 

î*-hi =0. 
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Considérons donc une expression de la forme a -h 6i, a et b dé- 
signant des entiers positifs ou négatifs. C'est ce que nous appelons 
un entier complexe ; a — bi sera le nombre conjugué ; leur 
produit a*-hb* s'appellera la norme de chacun d'eux. (C'est le 
carré de ce qu'on appelle ordinairement le module). Un entier sera 
dit une unité lorsque sa norme sera égale à 1 ; il y a donc quatre 
unités: ■+!, — i, -t- », — i. 

Nous allons montrer que l'on peut établir pour ces entiers com- 
plexes, une théorie de la divisibilité toute pareille à celle qu'on a 
faite pour les nombres entiers. 

Soient a -h bi et c ■+• di deux nombres complexes ; on a 

a-4-Ai_ac + éd bc — ad . 
c-t-di ~~ c 2 -hrf ï + c i -hd 1 % ' 

Soient x et y deux entiers quelconques; on peut écrire 

■ bi (ac + bd \ . (bc — ad \ 



c- 

ou enfin 

j-w [ac-\-bd .1 bc — ad \"l ... 

a + fc = ( c + A)(* +yi) ^^^ 

Cette égalité est tout à fait de môme forme que l'égalité fonda- 
mentale 

A = BQ-+- R, 

qui sert de base à la théorie de la divisibilité des nombres entiers ; 

seulement dans cette dernière, on sait que Q est choisi de manière 

que l'on ait 

R<B, 

et c'est sur ce fait de la décroissance successive des restes qu'est 
basée la théorie du plus grand commun diviseur. 

Nous allons chercher à trouver une égalité analogue pour la 
norme du reste r -+- si défini par l'égalité 

a-+- bi — {c-\-di)(x-t-yi) = r 4- si. 

On peut choisir x et y de manière que l'on ait 



ac-\-bd 



_ 1 bc — ad 1 

< 2 1 ?M^ï-y<2- 



î^a 1 1 a tie+bd • f bc — ad \ 

Dès lors la norme de — — — — x -h t -z =- — y ) est au plus 
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égale k (ô)~^"(â) =:: ô , e ^ comme l a norme d'un produit est 
égale au produit des normes des facteurs, on en conclut que la 

norme de 

[ac-hbd Jbc — ad \"1 ... 

est au plus égale à - (c* -+- d*) . 
z 

Il est inutile d'aller plus loin ; nous sommes assurés qu'on pourra 
transporter ici sans modification l'algorithme du plus grand com- 
mun diviseur et toutes les conséquences qui s'y rattachent, en par- 
ticulier la théorie des nombres premiers, définis comme n'admettant 
pas d'autres diviseurs que les unités et leur quotient par les diverses 
unités ; par exemple a-hbi est divisible par : a -h Ai, — a — bi, 
b — ai, —b-\- ai. Ces quatre nombres sont dits associés. Si l'on 
considère deux nombres associés comme équivalents, on démontre 
que tout nombre ne peut ôlre décomposé en facteurs premiers que 
d'une seule manière. 

53. Nous pouvons maintenant démontrer le théorème fondamen- 
tal, qui nous permettra de trouver immédiatement les nombres pre- 
miers complexes : 

Pour qu'un entier complexe soit premier, il faut et il suffit que sa 
norme soit un nombre premier réel. 

La condition est suffisante ; car si l'on a 

a -+- bi = (r -+- si) [u -+- vi), 
on en conclut 

a 2 -*- 6* = (r 2 -f- j 1 ) (u 2 -h v 1 ) ; 

donc a -f- bi ne peut être premier que si a 2 -h b 3 Test. Il est à 
peine utile de remarquer que l'on suppose r 8 -h- s* et u 2 -+- » 2 
différents de l'unité; sinon r -f- m et u -\- vi seraient des unités 
complexes. 

Réciproquement, si a ■+■ bi est premier, a — bi l'est aussi ; 
je dis qu'il en résulte que a* -+- b* est un nombre premier, au sens 
ordinaire du mot. En effet, si a 2 h- ô 2 avait un diviseur, celui-ci 
serait décomposable en une somme de deux carrés ; on aurait donc 

(a -+- bi)(a — bi) = ' v a 2 -+- b*) = (r 2 -+- s*)(u* -h t> 2 ) 

= (r H- si) (r — «)(u -h vi)(u — vi). 
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Or l'égalité qu'on obtient en rapprochant les deux membres extrêmes 
est impossible, puisque le premier membre est le produit de deux 
facteurs premiers complexes, le second d'au moins quatre, et qu'un 
nombre ne peut être décomposé en facteurs premiers que d'une 
seule manière. 

On conclut de ce qui précède que, pour avoir tous les nombres 
premiers complexes, il suffit de prendre les nombres premiers 
réels qui sont la somme de deux carrés et de les décomposer en 
un produit de deux facteurs. Or ces nombres premiers réels sont : 

1° Le nombre 2 ; 

2° Les nombres premiers impairs de la forme 4n-f 1. 
Donc, dans le domaine des entiers complexes, on distinguera 
trois sortes de nombres premiers : 

1° Le nombre i -+- i, diviseur de 2 (et son associé 1 — *); 

2° Les nombres a -+- bi tels que Ton ait a % -h b % = p, p étant 
un nombre premier réel de la forme An -f- 1 ; 

3° Les nombres premiers réels de la forme An -h 3. 

Nous pouvons d'ailleurs remarquer qu'un nombre premier réel 
de la forme An -+- 1 ne peut être décomposé que d'une manière 
en la somme de deux carrés. 
On ne peut avoir, en effet, 

p z= (a -f- bi)(a — bi) = (c -+- di)(c — di), 

car d'après ce qui précède, ces facteurs imaginaires sont premiers, 
et le nombre p ne peut être décomposé en facteurs premiers que 
d'une seule manière. 

On voit la distinction capitale établie par ces considérations entre 
les nombres premiers de la forme An -h 1 et ceux qui sont de la 
forme An -+- 3. Ces derniers seuls doivent maintenant être con- 
sidérés comme de véritables nombres premiers. 

Cette distinction n'est pas purement spéculative ; nous avons déjà 
vu, à propos de la-loi de réciprocité des restes quadratiques, que 
ces deux classes de nombres premiers ont des propriétés tout à fait 
différentes ; c'est ce qu'on aperçoit davantage encore lorsqu'on étu- 
die les restes biquadratiques, par exemple. 

Pour ces derniers, on ne peut donner une généralisation simple 
de la loi de réciprocité qu'en introduisant les nombres complexes ; 



lift THÉORIE DBS NOMBRES 

c'est même à cette occasion que Gàuss a été amené pour la première 
fois à les considérer. 



III. — Formes quadratiques. 

54. Nous allons maintenant dire quelques mots de la représenta- 
tion des nombres par les formes quadratiques. Nous avons déjà vu 
que la forme x* h- y* peut représenter seulement les nombres 
dont tous les facteurs premiers impairs sont de la forme An -h 1. 
11 n'est pas en général aussi simple de trouver tous les nombres qui 
peuvent être représentés par une forme quelconque du second degré : 
ax* -+- %bxy -h et/'. Nous ne pouvons même, sans dépasser les 
limites de cet ouvrage, traiter complètement cette question diffi- 
cile; nous voulons simplement indiquer les principes fondamentaux 
sur lesquels repose sa solution. 

D'après une remarque faite au début de ce chapitre, nous pou- 
vons nous borner à considérer les représentations propres et sup- 
poser par conséquent x et y premiers entre eux. Le problème posé 
est alors le suivant : a, b, c, m étant quatre entiers donnés, peut-on 
trouver deux nombres x et y premiers entre eux, vérifiant l'égalité 

ax* -h 2/ati/ -+- cy* = m ? 

Nous supposons, suivant l'usage, le coefficient de xy pair ; s'il 
était impair, il suffirait de multiplier la forme par 2 et de chercher 
les nombres pairs 2m qu'elle peut représenter. 

Une première notion très importante est celle des formes équiva- 
lentes; il est clair que si l'on pose 



(i) \* = aX ' 

( y = y^ 



on a 

ax* -+- 2bxy -h cy* = ax* -H 26Vt/' H- c'y'* 
avec 

a' = ax* -+- 24*y "+■ c 7*-. 

b' = aap -+- 6(a8 -+- py) -+- cfS, 
c' = a p*4-26p$-+-c$ a . 

La forme f = a'x 72 -+- Wx'y' 4- c'y'* s'appelle la forme transfor- 
mée de f = ax* -+- 26xj/ -+- cy* par la substitution (1), qu'on repré- 
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sente souvent d'une manière abrégée par le symbole 

•-(;:)•■ 

et on écrit symboliquement 

11 est clair que si Ton suppose a, p, y, 8 entiers et si l'on donne 
des valeurs entières à x', y r , il en résulte des valeurs entières pour 
x, y. Par conséquent, tout nombre qui peut être représenté par f 1 
peut aussi être représenté par f. 

Mais la réciproque n'est généralement pas vraie. En effet, si Ton 
ne fait aucune hypothèse particulière avec «, p, y, 8, les formules 
(1) peuvent bien en général être résolues par rapport à x\ y', mais 
les valeurs ainsi obtenues, 

( , ox—'y 

l x — Li, 

x - d_ft' 

(2) 

/ „> *y—t x 
(y— s=pr 

ne font pas toujours correspondre à des valeurs entières de x et de 
y, des valeurs entières de a?', y'. 

On voit même que pour que xf y yf soient certainement entiers 
quand a? et y le sont, on doit supposer 

(«8-p T )'=l. 

Lorsque cette condition sera vérifiée, les deux formes /"et f seront 
dites équivalentes. Tout nombre représenté par Tune d'elles peut 
aussi être représenté par l'autre ; connaissant les valeurs des varia- 
bles qui correspondent à la première de ces représentations, on 
pourra, à l'aide des formules (i) ou (2), calculer les valeurs qui 
correspondent à la seconde. 

Remarquons que Ton peut avoir, soit 

soit 

«8 — Py ==•—*. 

Dans le premier cas, les deux formes sont dites proprement équi- 
valentes; dans le second cas, improprement équivalentes. 

Les substitutions correspondantes sont respectivement dites pro- 
pres et impropres. 

On voit l'intérêt que présente la question de l'équivalence des for- 
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mes, au point de vue de la représentation des nombres. Il est facile 
d'indiquer une condition nécessaire pour que deux formes soient équi- 
valentes, il est moins aisé de trouver les conditions nécessaires et 
suffisantes. Cette condition nécessaire nous est fournie par la pro- 
priété d'invariance bien connue que possède le discriminant d'une 
forme quadratique. On appelle déterminant d'une forme 

ax % -+- Zbxy ~\- cy* 
le discriminant changé de signe : 

D = i» — ac. 

On sait que si Ton remplace les variable? x et y par d'autres 
variables a/, y' au moyen d'une substitution 

x = olx' -+- P]/, 

y = y*' -+- ty', 
on a 

D' = b'* - a'c' = (6* — ac)(at - p 7 )«, 

en désignant par a', b\ c' les coefficients de la forme en x 1 , y 1 . Si, on 
particulier, elle est équivalente à la forme donnée, on a 

et par suite 

b ,% — a'c' = b l — ac. 

Deux formes équivalentes ont des déterminants égaux ; il est aisé de 
s'assurer que la réciproque n'est pas toujours vraie, c'est-à-dire que 
deux formes peuvent avoir des déterminants égaux sans être équi- 
valentes. 

55. Ce qui donne surtout de l'importance à la théorie de l'équi- 
valence, c'est ce fait que nous allons mettre en évidence : pour re- 
chercher si un nombre peut être représenté par une forme, il suffit 
de savoir reconnaître si deux formes sont équivalentes ; pour trouver 
effectivement les nombres qui réalisent la représentation, il suffit de 
savoir trouver les substitutions qui permettent de passer d'une forme 
donnée à une autre forme équivalente également donnée. 

Soit en effet 

une représentation propre du nombre m par la forme 
ax* -+- ïbxy -f- cy % ; 
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£, 7j sont donc supposés premiers entre eux. 11 sera par conséquent 
possible de trouver deux nombres 5', V vérifiant l'égalité 

Cela posé, considérons la substitution f) 

Elle transforme visiblement la forme proposée en la forme équiva- 
lente 

Si nous désignons par D le déterminant b* — ac de la forme pro- 
posée, on a 

n* — mp = D. 
On en conclut 

n* = D (mod. m). 

Or n est un nombre entier, donc D doit être résidu quadratique do 
m ; ou plutôt, tout nombre m, pouvant être représenté par une 
forme, doit être tel que le déterminant de la forme soit résidu qua- 
dratique par rapport à ce nombre. On voit l'importance du problème 
que nous avons résolu à la fin du chapitre précédent, à l'aide de la 
loi de réciprocité ; nous obtenons immédiatement une condition né- 
cessaire pour la représentation. 

Cette condition est-elle suffisante ? Supposons-la vérifiée ; nous 
pourrons déterminer n par la congruence 

n* = D (mod. m) 

et ensuite p par l'équation 

n* — D 

P= > 

m 

qui fournira une valeur entière ; il faudra alors reconnaître si la 

forme 

mx 1 -+- %nxy -+- py* 

est équivalente à la forme proposée et, dans le cas de l'affirmative, 
pour avoir £ ou tj, trouver la ou les substitutions qui permettent 
de passer de Tune à l'autre. Nous n'examinerons pas en détail ces 
problêmes ; nous ne pourrions le faire sans sortir du cadre que nous 



(*) On peut remarquer que c'est une substitution propre ; on en conclura que 
Ton peut substituer dans renoncé procèdent et dans ce qui suit : proprement équi- 
valent à : équivalent. 
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nous sommes imposé; indiquons seulement qu'on sait toujours les 
résoudre au moyen d'un nombre fini d'opérations. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer qu'en prenant pour 
n deux solutions de la congruence 

n 2 =D (mod. m), 

congrues entre elles (mod. wi), on n'obtient pas des résultats diffé- 
rents ; on obtiendra donc toutes les solutions possibles en prenant 
pour n les ty(m) solutions incongrues entre elles (mod. m). 
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DEUXIÈME PARTIE 

ALGÈBRE SUPÉRIEURE 



CHAPITRE PREMIER 
L'ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE 



I.— Nombres entiers positifs. 

1. Nous nous proposons d'exposer dans les leçons qui suivent la 
théorie des équations algébriques telle quelle a été, à la suite des 
recherches de Gauss et d'Abel, édifiée par Galois ; mais, afin de 
pouvoir aborder et présenter cette théorie avec toute la netteté dé- 
sirable, il nous a paru nécessaire de reprendre à ses débuts l'algèbre 
élémentaire pour préciser autant que possible quelques-unes des 
notions acquises, et donner aux termes que Ton emploiera dans la 
suite leur vraie valeur. 

Nous partirons donc de la définition donnée d'abord pour les nom- 
bres entiers positifs : on constate qu'avec des objets isolés, qu'on 
regarde comme identiques, ce qui veut dire qu'on ne porte point 
l'attention sur les différences qui existent entre eux, il est possible 
de former des systèmes ou groupements différents, dans lesquels on 
regarde tous les objets comme jouant le môme rôle. Ces groupe- 
ments considérés successivement en allant du simple au composé 
sont dits formés par la réunion de une, deux, trois,... unités, en dési- 
gnant d'une manière générale par le mot unité l'objet choisi, quelle 
que soit sa nature. 
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Pour étudier les rapports de ces groupements entre eux, il a été 
indispensable de désigner chacun d'eux par un nom et de le repré- 
senter par un signe. Les nombres entiers positifs sont précisément 
les signes ou les noms qu'on a choisis pour cela. Ce sont donc 
uniquement des symboles par lesquels on représente les systèmes 
d'unités dont on vient de parler. 

Le nombre zéro, introduit pour la commodité du langage, est égale- 
ment un symbole qui représente simplement l'absence de tout objet 
de l'espèce considérée, c'est-à-dire l'absence de toute unité. 

Si l'on examine maintenant, au point de vue de leur constitution, 
les divers systèmes que l'on vient de définir, on s'aperçoit qu'ils ont 
entre eux des relations très simples. Chacun d'eux, par exemple, 
peut s'obtenir en réunissant le précédent avec le système composé 
d'une unité, et cette propriété est souvent donnée comme un moyen 
de construire tous les systèmes, dans l'ordre où nous les avons con- 
sidérés, en partant d'une unité ; de même le système représenté 
par le nombre 3 s'obtient en supprimant dans le système représenté 
par 5 un système représenté par 2, etc., etc. 

Il existe donc des modes de composition de ces systèmes, c'est-à- 
dire des moyens de passer de deux d'entre eux à un troisième. Le plus 
simple de ces modes consiste dans la réunion de deux systèmes pour 
en former un seul ; on l'appelle réunion ou addition des systèmes. 
Le système qui résulte de la réunion de deux systèmes s'appelle 
leur somme. Nous allons montrer ici que le calcul des nombres en- 
tiers positifs, tel qu'on l'entend dans les éléments, n'est qu'un déve- 
loppement purement logique des propriétés de l'addition, établies 
par l'étude directe des systèmes d'unités. Ajoutons d'abord, pour dé- 
finir la manière de parler consacrée par V usage, que l'on convient 
d'employer pour les symboles qui représentent les systèmes d'unités, 
c'est-à-dire pour les entiers positifs, le même langage que pour ces 
systèmes eux-mêmes. Au lieu de dire : le système représenté par le 
nombre 7 est la somme des systèmes représentés par les nombres 
3 et 4, on dira simplement : le nombre 7 est la somme des nom- 
bres 3 et 4. Pour éviter même l'emploi d'une phrase, on écrit 

7 = (34-4), 

l'expression (3+4) représentant la somme des nombres 3 et 4 
et le signe = indiquant Yidentité des symboles qu'il sépare. 
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2. Passons maintenant aux propriétés fondamentales de l'addition 
des entiers positifs, auxquelles on arrive, comme il a été dit, par 
V étude directe des systèmes d'unités (*). 

1° Si Ton définit la somme de trois entiers a, b, c par l'égalité 

a-hb-hc = (a + b)-t-c, 

dans laquelle (an- 6} indique la somme des nombres a et b, on 

a également 

a + 4-hc = a + (A + c), 

ce qu'on énonce en disant : L'addition des entiers est associative. 

2° Soient a, b deux entiers positifs ; on a (a -+- b) = (b -+- a) ; 
en d'autres termes : L'addition des entiers est commutative. 

3° Laddition du symbole zéro est une addition d % effet nul, c'est- 
à-dire que Ton a (a -+-0) = a, quel que soit l'entier positif a. 

4 P Si à un nombre a on ajoute des nombres différant entre eux on 
obtient encore des nombres différant entre eux. On peut donc conclure 

des égalités 

(a + i) = d, 

(a -4- c) = d, 

la nouvelle égalité b = c. 11 résulte de là que l'addition de zéro 
est la seule opération d'effet nul. 

Les quatre propriétés précédentes suffisent pour développer le 
calcul des nombres entiers positifs ; c'est ce que nous allons cons- 
tater. 

Tout d'abord, pour là commodité de l'écriture, a étant un entier 
positif, on a représenté les sommes a, a -h a, a 4- a -+- a, etc. 
par les nouveaux symboles a.i, a.2, a. 3, etc. 

On dit que ces symboles a.i, a. 2, a. 3, etc. définissent 
un nouveau mode de composition des entiers a et i, a et 2, 
a et 3, etc.. la composition par multiplication. 11 est bien clair qu'il 
n'y a pas là, en ce moment, un mode de composition vraiment nou- 
veau, mais seulement une notation commode. 

Les relations des symboles de la forme a.b entre eux, c'est- 
à-dire les propriétés fondamentales de la multiplication, s'établissent 



(•) 11 est bien évident qu'on pourrait se donner a priori ces propriétés, définir 
par là laddition et constituer un ensemble de symboles déduits de l'un deux 
par addition répétée de ce symbole avec lui-même ; on éviterait ainsi l'introduction 
des systèmes d'unités. 



126 ALGÈBRE SUPÉRIEURE 

aisément en partant de la définition même des nouveaux symboles. 
Nous les énonçons ci-dessous 

La multiplication des entiers est : 

1° Associative ; 

2° Commutative ; 

3° Distributive par rapport à C addition ; 
ce qui se traduit par les égalités : 

(a.b).c = a.(b.c), 

(a.b) = y b.a), 

(a-\-b).c — { a . C) -\-(b.c); 

A n La multiplication par 1 est, par définition, une opération d'e/f et 

nul ; 

5' Les égalités 

(a.b) = d, 

[a.c) = d, 

permettent décrire b = c ; cela résulte de la définition même des 
premiers membres. On déduit de là ce fait que la multiplication 
par I est la seule opération d'effet nul. 

Nous n'avons pas défini jusqu'à présent les expressions a.2, a.3, ... 
dans le cas où a est le nombre zéro. On peut étendre à ce cas la 
définition donnée lorsque a est quelconque et Ton reconnaît alors 
que (0.6) = quel que soit b. On convient alors d'écrire égale- 
ment (6.0) = en étendant la propriété commutative de la mul- 
tiplication à ce cas. La convention est légitime, car le produit (6.0) 
n'a aucun sens jusqu'à présent d'après la définition donnée de la 
multiplication des entiers. 

Remarquons que cette convention montre que la propriété de la 
multiplication d'être distributive par rapport à l'addition se con- 
serve pour l'ensemble des entiers positifs et du nombre zéro. 

On a en elïet 

6.(a-+-0) = b.a-hb.O = b. a, 

(a-hO).b = a. 6 + 0.6 = a. 6, 

et il apparaît immédiatement qu'on aurait pu définir 6.0 et 0.6 en 
étendant à l'ensemble des entiers positifs et de zéro la propriété 
distributive de la multiplication, sans même supposer la commuta- 
tivité. 
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A quelque point de vue que Ton se place, on peut donc énoncer la 
proposition suivante : le produit d'un entier quelconque par zéro 
est encore zéro. La définition donnée du produit (a.b) montre 
d'ailleurs que ce produit n'est zéro que si a ou b sont eux-mêmes 
zéro. 

De môme que Ton a représenté par a.l, a.2, a. 3, etc. les sommes 
a, an-ûf, a + a-r-a, etc., il est commode d'introduire une 
nouvelle notation pour représenter les produits a, a. a, a. a. a, etc. 
On écrit ces produits a 1 , a', a 8 , etc. Si Ton considère le sym- 
bole a b ainsi défini, il est clair qu'on peut le regarder comme résul- 
tant d'un certain mode de composition des nombres a et b ; c'est 
ce mode qu'on appelle élévation aux puissances. On peut d'ailleurs 
ajouter, comme pour la multiplication, que ce n'est pas ici un mode 
vraiment nouveau, mais simplement une nouvelle notation. Les lois 
qui gouvernent le calcul du symbole a 6 s'établissent en parlant de 
sa définition, d'une façon immédiate. 

On a d'abord les formules 

a h .a? = a^ b ^ c \ 

(o*) c = a 6 ". 

Ajoutons qu'il existe comme dans les modes de composition pré- 
cédents une opération d'eflet nul, l'élévation à la puissance 1. 
Il résulte d'ailleurs de la définition même de a* que Ton n'a 

a b = a}' 

que si b = 6', 

d'où l'on conclut qu'il n'y a qu'une seule opération d'elïet nul. 

Enfin si l'on convient d'étendre au cas où l'un des exposants est 
nul les lois qui gouvernent l'élévation aux puissances, on aura 

a h .a° = a'' + = a\ 

ce qui définit a comme égal à 1 quel que soit l'entier a. Nous 
n'insisterons pas ici sur ce sujet, l'élévation aux puissances ne 
jouant pas, dans ce quon appelle d'habitude V Algèbre ^ un rôle com- 
parable comme importance aux deux modes de composition précé- 
demment indiqués. 

Remarquons cependant, en passant, qu'il serait possible de conti- 
nuer dans la voie où nous nous sommes engagés et qu'il serait par 
exemple utile d'introduire une nouvelle notation pour représenter 
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les nombres a b , af, a?', etc. en mettant en évidence le rôle qu'y 
jouent a, b et le nombre m des exposants b superposés. On pourrait 
continuer ainsi indéfiniment, mais tout cela est du ressort de l'étude 
des symboles dits transcendants ; nous ne nous en occupons pas dans 
ces leçons, qui seront pour ainsi dire uniquement consacrées à 
l'étude des deux premiers modes. 

II. — Nombres entiers négatifs. 

3. En considérant les entiers positifs nous porterons maintenant 
notre attention uniquement sur ce fait que ce sont des symboles 
connus, dont on connaît un mode de composition, l'addition, et les 
lois qui le régissent. 

En disant que ces symboles sont connus, nous voulons dire que lors- 
quon a donné un nom à chacun d'eux, par exemple en suivant les règles 
de la numération décimale, on sait quel est le symbole qui est la somme 
de deux symboles donnés. On connaît également d'après la manière 
dont on a déduit la définition du produit a. b de la définition d'une 
somme, le produit {a.b) lorsqu'on connaît les facteurs a et b. 

En d'autres termes, on peut construire une table carrée d'addition 
et une table carrée de multiplication pour les entiers positifs ; la se- 
conde lorsqu'on considère seulement un nombre limité de ces entiers 
est une table de Pythagore ordinaire. On pourrait également cons- 
truire une table d'élévation aux puissances à double entrée comme les 
premières, les exposants étant sur une ligne horizontale et les bases 
étant sur une ligne verticale, mais comme nous l'avons fait obser- 
ver, nous considérerons uniquement, en Algèbre, l'élévation aux 
puissances comme une simple notation et non comme un mode de 
composition nouveau. 

La construction de ces tables est nécessaire et suffisante pour effec- 
tuer le calcul des entiers positifs, en ce sens qu'elle permet de trouver 
l'entier qu'on obtient en effectuant sur un entier donné un nombre 
limité des opérations : addition, multiplication, élévation aux puis- 
sances. Nous verrons plus loin que ces tables permettent, théorique- 
ment du moins, de résoudre tous les problèmes qu'on peut poser 
sur les entiers positifs lorsque ces problèmes admettent pour solutions 
des entiers positifs. 
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Par exemple, soit proposé de rechercher rentier positif, s'il en 
existe un, qui mis à la place de x satisfait à la relation a-\-x = b, 
a et b étant des entiers positifs donnés. On consultera dans la 
table d'addition la ligne qui donne les sommes de l'entier a avec 
un nombre positif quelconque ; si l'entier b figure dans cette ligne, 
la colonne dans laquelle il se trouve donnera à son origine le 
nombre entier cherché. Cette opération s'appellera la résolution de 
l'équation a-k-x — b en entiers positifs. 

Sinon, il n'existe aucun entier positif x tel que a -+- x = b. 

Ainsi, il n'existe aucun entier positif qui mis à la place de x vérifie 

la relation 

a -+- x = 0, 

quel que soit l'entier positif a. 

4. Nous avons vu précédemment qu'un système de symboles est 
connu vis-à-vis de certains modes de composition de ces symboles, lors- 
qu'après avoir donné un nom à chaque symbole du système, on con- 
naît le nom du symbole résultant de la composition de deux sym- 
boles donnés par l'un des modes spécifiés ci-dessus. Ainsi, dès qu'on 
a construit une table d'addition, de multiplication et d'élévation aux 
puissances des entiers positifs, le système de ces entiers est connu 
vis-à-vis des trois modes précédents. Il résulte de là que si l'on 
adjoint à un ensemble de symboles connu de nouveaux symboles 
auxquels on a donné des noms, le nouvel ensemble sera connu 
relativement aux mêmes modes de composition, dès qu'on connaîtra 
les résultats de la composition des nouveaux symboles entre eux 
ou avec les anciens suivant les modes considérés. C'est cette 
remarque que nous allons appliquer pour arriver à connaître l'en- 
semble des entiers positifs et négatifs. 

Ajoutons que nous appelons ici composition des symboles, toute 
opération qui de deux symboles donnés conduit suivant des règles 
bien déterminées à un troisième symbole. Nous verrons qu'il est 
toujours possible de trouver, et d'un grand nombre de manières diffé- 
rentes, des éléments géométriques, mécaniques ou physiques qui, consi- 
dérés à certains points de vue, peuvent être représentés par les sym- 
boles que nous introduirons; la composition des symboles sera alors 
l'image d'une composition effective de ces éléments entre eux. 
Nous en avons déjà trouvé un exemple dans la multiplication et 

THÉORIE DEJ NOMBRES 9 
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l'élévation aux puissances des entiers positifs qui reproduisent des 
modes de composition des systèmes d'unités faciles à donner. 

Nous présenterons d'abord la théorie des entiers négatifs à 
un point de vue purement logique, en mettant en évidence les hypo- 
thèses essentielles de cette théorie ; nous justifierons ensuite l'in- 
troduction de ces symboles dans les mathématiques, en donnant 
des exemples d'éléments (ou d'opérations portant sur des éléments 
convenablement choisis) pour lesquels on peut : 

1° Etablir une correspondance univoque et réciproque entre les 
éléments et les entiers positifs et négatifs ; 

2* Définir les modes de composition de ces éléments qui suivent 
les mêmes lois que les modes de composition des entiers positifs 
et négatifs entre eux. 

Tout ceci sera d'ailleurs précisé bientôt. 

Considérons la relation 1 + 2 = 0, qui n'est satisfaite pour 
aucun des symboles connus (entiers positifs) mis à la place de x. 
Nous ajouterons à l'ensemble des entiers positifs un nouveau sym- 
bole qui, par définition, vérifiera cette relation ; nous supposerons 
d'abord que dans la relation 1 -+- x = le signe -+- indique un 
mode de composition déterminé des symboles 1 et x, mais quelconque, 
c'est-à-dire qui n'est pas nécessairement identique à l'addition déjà 
définie des entiers positifs. Il est toujours légitime de continuer à 
appeler addition cette composition, tout en spécifiant que l'addition 
des entiers positifs doit être distinguée de celle-là. 

Il est clair que si Von ne dit rien sur le mode de composition de 1 
et x représenté ici par le signe +, on ne peut également rien dire sur 
le calcul du symbole x. 

Les expressions a-\-x et a.x, où a est un nombre entier 

positif, ne sont, par exemple, aucunement définies, et il en est de 

môme de x.x. De l'égalité (1 -+- x) = on ne peut en effet déduire 

que les égalités 

a -+- (1 -+- x) = a, a étant un entier quelconque, 

et (1 -+- a?), a = 0, 

qui montrent que le symbole (l-+-x) se comporte absolument 
comme le symbole zéro vis-à-vis des entiers positifs ; c'est d'ailleurs 
la définition qu'on en a donnée. 

Nous supposerons que le symbole x se compose avec le sym- 
bole 1 pour donner zéro, en suivant les lois fondamentales de l'ad- 
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dition des nombres entiers positifs. Je dis que cette hypothèse per- 
mettra le calcul du symbole x, calcul qu'on pourra dès lors 
considérer comme connu vis-à-vis de l'addition. 

D'abord la propriété de l'addition énoncée en quatrième lieu 
montre que le symbole x défini par (1 -h*) = est unique. La 
commutativité prouve qu'on peut écrire 

(i-4-a?) = i-hx = (x-+-l) = 0. 

Enfin on a, puisque l'addition est associative, 

• a-t-(l-hx) = (a-h l)-+-a? = a, 

c'est-à-dire que l'addition d'un entier positif quelconque a -+- 1 et 
du symbole x est définie, la somme obtenue étant a. 

Les égalités 

(a + i)+a? = a, 



donnent d'ailleurs 

(a-+-6H-2)-+-a?-hJ? = a-hé, etc., 

ce qui définit le calcul additif des symboles x 4- a?, x -+- x -+- a?, . . . 
ce calcul étant connu lorsqu'on sait trouver la somme de ces sym- 
boles avec des entiers positifs quelconques ou avec eux-mêmes. 

Si l'on convient de conserver les mômes notations pour représen- 
ter les sommes x 4- #, x^-x + x y ... que celles introduites pour 
les entiers positifs, c'est-à-dire de poser par définition : 

xA = ff, 

#.3 = a? -h a? -|- a?, etc., 

on sait ce que représente x.a, a étant un entier positif quelconque. 
On peut remarquer que ce symbole x.a vérifie l'équation 

a-hx.a = 0. 

Si l'on veut maintenant définir de la manière la plus simple les 
expressions a.x et x.x, on sera amené ici à supposer qu'il 
existe entre le nouveau symbole x et les anciens ou ce symbole x 
lui-même, un mode de composition qui possède les cinq propriétés 
fondamentales de la multiplication des entiers positifs. 
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La commutativité de la multiplication donnera 

a.x = x.a. 

Enfin, pour obtenir x.x il suffira de multiplier par x les deux 
membres de l'équation de définition 1 -*- x = 0. On aura, à cause 
de la distributivité par rapport à l'addition, 

x.(i-hx) = x+x.x = 

ou, en ajoutant le nombre 1 aux deux membres : x. x = 1. 

On continuerait de même pour obtenir les expressions x m , où m 
est un entier positif. 

Remarquons ici que si Ton voulait introduire dans le calcul les 
expressions a* et x*, il faudrait donner un sens à ces symboles qui 
n'en ont pas jusqu'à présent. On supposerait alors l'existence d'un 
troisième mode de composition de a et or ou de x avec lui-même 
possédant les propriétés de l'élévation aux puissances. C'est ce qu'on 
fait effectivement en Analyse, mais, comme nous l'avons déjà dit, 
dès que l'exposant b de la puissance n'est pas un entier positif, 
l'étude du symbole a b ne fait pas partie de l'Algèbre. 

En résumé, en faisant sur le symbole x, qu'on introduit, l'hypo- 
thèse qu'il se combine avec les entiers positifs et aveclui-même 
suivant deux modes différents : l'un possédant les quatre propriétés 
fondamentales de l'addition, l'autre les cinq propriétés fondamen- 
tales de la multiplication, on peut affirmer que la relation 1 h- x == 
suffit à définir le calcul de x d'une manière unique et bien détermi- 
née relativement aux deux modes de composition : addition et mul- 
tiplication. 

On peut remarquer qu'avec le symbole x sont introduits tous les 
symboles de la forme a. a?, et la relation x.x = 1 permet 
d'affirmer que ce sont les seuls qu'on introduira ainsi. 

On donne aux symboles a.x ou x.a le nom de nombres entiers 
négatifs et on représente le symbole x, défini comme nous 
l'avons dit, à l'aide de l-j-x = 0, par le signe (—1), qu'on 
énonce : moins un. Les symboles x.a sont alors représentés par le 
signe (— l).a. Pour simplifier les écritures, il est commode 
d'écrire simplement (—a) au lieu de ( — l).a ou même — a; 
cela ne peut prêter à aucune ambiguïté, le signe — n'ayant pas de 
sens pour nous jusqu'à présent. 
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5. Il est possible de présenter les opérations qui précèdent d'une 
façon plus nette encore. 

Lorsque des objets bien définis forment un ensemble possédant les 
propriétés suivantes : 

1° De deux objets de l'ensemble on peut déduire d'une manière bien 
déterminée un troisième objet du même ensemble ; 

2° La composition des objets considérée est associative; 

3° Un même objet associé à des objets différents conduit par cette 
composition à des objets différents ; 

on dit que les objets constituent un groupe. 

Le groupe est dit limité ou illimité suivant qu'il est possible on non 
d'épuiser l'ensemble en prenant successivement et dans un certain 
ordre tous les objets différents qui en font partie. 

La définition précédente étant donnée, on remarque immédiate- 
ment que tous les entiers positifs (y compris zéro) constituent un 
groupe illimité lorsqu'on envisage leur composition par addition. 
Si l'on exclut le symbole zéro, qui joue un rôle singulier dans la 
multiplication, on peut également dire que les nombres 1, 2, 3, ... 
forment un groupe illimité, la composition des éléments étant la 
multiplication. 

Ces deux groupes ont une constitution très simple : 

Tous les éléments du premier sauf zéro dérivent en effet de 
l'élément désigné par 1 par addition répétée de cet élément avec 
lui-môme. 

Tous les éléments du second dérivent uniquement des éléments 
dits nombres premiers, c'est-à-dire s'obtiennent en multipliant entre 
eux les nombres premiers; c'est ce qu'a établi du moins la théorie 
de la divisibilité. 

Nous dirons qu'un groupe est connu lorsque, deux éléments du 
groupe étant donnés, il est possible de donner l'élément qui en 
résulte par la composition correspondante. On peut, lorsqu'un 
groupe est connu, former une table de composition de ses éléments, 
table nécessairement à double entrée, qu'on appelle table de struc- 
ture du groupe, et il est clair que, si l'on a construit cette table de 
structure, le groupe est connu. Dans le cas des entiers positifs, ces 
tables de structure sont les tables d'addition et de multiplication dont 
nous avons parlé; en les étudiant on retrouverait aisément les proprié- 
tés fondamentales de la composition qui ont servi à les construire. 
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Etant donné un groupe d'objets, vis-à-vis d'un certain mode de 
composition de ces objets, on peut se proposer d'étendre ce groupe 
de façon à ce qu'il renferme un nouvel objet ; d'une manière plus 
précise on peut se proposer de définir un nouvel ensemble d'objets : 

1° Qui renferme au moins les objets du groupe donné et le 
nouvel objet ; 

2* Qui possède les propriétés du groupe relativement à un 
certain mode de composition des objets, le mode considéré se 
réduisant au premier lorsque les objets à composer appartiennent 
au groupe donné. 

11 est bien évident que pour former ce nouvel ensemble on devra, 
en général, ajouter plus d'un objet au groupe. On reut remarquer 
en outre que le nouveau groupe sera connu lorsqu'on aura construit 
sa table de structure, c'est-à-dire donné les résultats de la 
composition des nouveaux objets avec les anciens et des nouveaux 
objets entre eux, suivant le mode considéré. 

11 suffit de se rappeler comment nous avons introduit les entiers 
négatifs pour voir immédiatement que c'est précisément ce problème 
que nous avons résolu. Nous avons en effet constitué par l'ensemble 
des entiers positifs et négatifs un nouveau groupe, la composition 
des éléments étant l'addition des entiers, ou, lorsqu'on exclut zéro, 
leur multiplication. 

Lorsqu'on considère la table de structure d'un groupe, on constate 
en général que toutes les relations qu'elle conduit à écrire entre 
ses éléments sont des conséquences nécessaires d'un nombre limité 
d'entre elles, qu'on appelle relations fondamentales, et des lois de la 
composition. Pour introduire les entiers négatifs nous avons ajouté, 
pour définir le calcul additif, un élément ( — 1) et une relation 
fondamentale : 1 4- ( — 1) = 0, de laquelle la table de structure 
du groupe peut se déduire en appliquant les lois de l'addition sup- 
posées conservées. Lorsqu'il s'est agi de définir le calcul multi- 
plicatif, il a suffi alors de supposer conservées les propriétés fonda- 
mentales de la multiplication : commutativité et distributivité. 

A l'égard des groupes formés par les entiers positifs et négatifs, 
composés par addition ou par multiplication, on remarque que les 
opérations considérées étant commutatives, la table de structure 
sera symétrique par rapport à une diagonale. De tels groupes sont 
dits groupes abéliens. 
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6. Nous venons d'introduire dans le calcul, à un point de vue purement 
logique, les entiers négatifs ; nous allons montrer l'utilité de celte intro- 
duction, c'est-à-dire légitimer pratiquement F étude de ces symboles, en 
donnant des exemples d'éléments (ou d'opérations portant sur des éléments 
déterminés) pour lesquels on peut définir un mode de composition possé- 
dant les propriétés de l'addition, un autre mode possédant les propriétés 
de la multiplication, et établir une correspondance univoque et réciproque 
avec les entiers positifs et négatifs. D'une façon plus précise : 

1° A chaque élément correspondra un entier et un seul et réciproque- 
ment ; 

2° A des éléments différents correspondront des entiers différents ; 

3° A la somme et au produit de deux éléments correspondront respec- 
tivement la somme et le produit des entiers correspondants. 

Parmi ces exemples, l'un des plus simples nous est donné par la 
Géométrie. Considérons une droite indéfinie sur laquelle nous supposons 
fixé un sens de parcours que nous appellerons sens positif; nous prenons 
sur celte droite un segment déterminé OA parcouru dans le sens positif. 
Nous convenons de considérer comme équivalents, c'est-à-dire de repré- 
senter par le même symbole deux segments de même longueur et de 
même sens, quelle que soit leur position sur la droite. 

Nous ferons correspondre le segment OA à l'entier 1, le même segment 
décrit en sens inverse à l'entier — 1. Si nous définissons alors la somme 
de deux segments comme le segment qui a pour origine V origine du premier 
et pour extrémité l'extrémité du second, après qu'on a fait coïncider V origine 
du second avec l'extrémité du premier, on voit que la correspondance an- 
noncée entre les segments ainsi construits à l'aide du segment OA par- 
couru dans un sens et dans l'autre et les entiers positifs ou négatifs est as- 
surée. 

Le calcul additif des segments est alors identique à celui des entiers. 

Si maintenant on définit le produit de deux segments comme un segment 
composé avec l'un d'eux comme l'autre est composé avec le segment OA, on 
a défini une multiplication des segments qui représente celle des entiers. 

On peut remarquer que le segment correspondant à zéro est celui dont 
l'origine et l'extrémité coïncident. 



in. — Nombres fractionnaires. 

7. L'introduction des nombres fractionnaires se fait suivant les 
mêmes principes que celle des entiers négatifs. 

Nous partons delà relation a.x = 1, où a est un entier positif 
ou négatif, mais différent de ±1 et de zéro. Dans le cas où 
a = ± i, il existe en effet un symbole entier ± 1 qui vérifie la 
relation a.x = 1 : dans le cas a = il n'existe aucun entier 
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qui mis à la place de x vérifie a.x = 1 ; nous écarterons ce der- 
nier cas de nos considérations à cause du rôle singulier que joue zéro 
dans la multiplication. 

Soit donc la relation a.x = 1, a étant choisi comme il a été 
dit ; il n'existe aucun entier qui mis à la place de x vérifie cette 
relation. Nous introduirons alors un nouveau symbole x qui, par dé- 
finition, est tel que Ton ait a.x = 1, c'est-à-dire qu'il existe un 
mode de composition du symbole x et du symbole a, mode que 
nous appellerons multiplication, et qui conduit au nombre 1. 

Pour permettre le calcul du symbole x, c'est-à-dire former des 
tables d'addition et de multiplication du symbole x avec lui-même 
et avec les symboles déjà connus, nous supposerons d'abord qu'il 
se compose avec lui-même et avec les entiers suivant un mode pos- 
sédant les propriétés fondamentales de la multiplication. Nous ex- 
ceptons bien entendu la propriété distributive, puisque nous n'ad- 
mettons d'abord qu'un seul mode de composition. 

On peut conclure de cette hypothèse qu'il existe un seul sym- 
bole x tel que l'on ait (a.x) = 1 et l'on peut définir le produit de 
ce symbole par un entier quelconque 6, à l'aide de la suite d'éga- 
lités 

b. (a. x) = (b. a), x = (a.b).x = a.(b.x) = b. 

On aura de même 

(a.x). (a.x) = a.x. a.x = (a.a).(x.x) = 1, 

ce qui donne a*.x % = i, en adoptant la notation x.x = x 2 . 

On peut donc calculer x m lorsque m est un entier positif. 

Supposons maintenant l'existence d'un second mode de compo- 
sition du symbole x avec lui-même ou les entiers, possédant les 
propriétés fondamentales de l'addition, la multiplication étant dis- 
tributive par rapport à ce mode. Si l'on conserve le signe -+- pour 
indiquer ce mode de composition, de la relation (a.x) = 1 on peut 

déduire 

(a.x)-t-(a.x) = a. (a? -h a?) = 2, 

ce qui définit x-hx d'une manière unique. La définition montre 
d'ailleurs que l'on a 

x-hx = x.2 = 2.x, 
puisque 

a. (2.x) = 2. (a.x) = 2, 



l'algèbre élémentaire 137 

c'est-à-dire que le symbole x -+- x coïncide avec un symbole déjà 
connu. 
On verrait également que la relation 

(a.x)-h(a.b) = a.(x-hb) 

définit le symbole (x -h b). Il résulte de là que l'on sait composer 
le symbole x soit avec lui-même, soit avec les entiers par voie 
d'addition ou de multiplication ; en d'autres termes, le calcul du 
symbole x est connu. On peut remarquer que Ton a toujours 
x.O = O.o? = 0, c'est-à-dire que la multiplication par zéro reste 
singulière. 

L'ensemble des symboles 6.a? m -+-c, où ô, c sont des entiers quel- 
conques et m un entier positif, renferme tous les symboles déduits 
de x par les modes de composition précités. On peut dire que cet en- 
semble constitue un groupe illimité d'éléments, soit au point de vue 
de la composition additive, soit au point de vue de la multiplication. 
Les relations fondamentales de ce groupe dérivent toutes des lois qui 
régissent ces modes de composition et de la relation fondamentale 
(a.x) = 1 qui définit x. 

Il est commode d'introduire directement le symbole x dans le 
calcul et d'abandonner alors la relation fondamentale qui le définit ; 
on le fait en donnant un nom à ce symbole. On l'appelle inverse de 

a et on le représente par un signe. qui rappelle son origine : (-1 ; 

on a alors par définition <*.( — ) = i. Nous appellerons cela ex- 

pliciter le symbole ; c'est en effet donner un signe explicite pour re- 
présenter un élément défini par une relation implicite. C'est l'opé- 
ration déjà faite lorsqu'on a désigné par (—a) le symbole qui 
vérifie a? -h a = 0, a étant entier positif. 

Pour simplifier les écritures on écrit souvent b . ( - J = - ; 

cela ne présente évidemment aucun inconvénient, - n'ayant jusqu'à 

présent aucun sens. 

L'entier a n'ayant pas jusqu'alors été fixé, on peut supposer qu'on 
prenne successivement pour a tous les entiers positifs ou négatifs. 

On introduira ainsi tous les symboles de la forme — * où p et q 

sont deux entiers quelconques ; ce sont ces symboles qu'on appelle 
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les nombres rationnels. Il est à remarquer que tous les symboles 
ainsi introduits ne sont pas distincts, et que si Ton a 

p = m.p', ? = m.ç / , 

on en déduit 

Si Ton veut ne pas introduire de symboles inutiles, il faudra faire 

l'introduction des symboles séparément, c'est-à-dire après avoir in- 

1 
troduit le symbole — » par exemple, n'introduire un nouveau sym- 

z 

bole que si la relation qui doit le définir n'est vérifiée pour aucun 
des symboles déjà introduits. On reconnaît immédiatement qu'il est 
nécessaire et suffisant d'introduire les symboles définis par la rela- 
tion p.x = 1, p étant un nombre premier quelconque, c'est-à- 
dire les inverses des nombres premiers. Cette remarque résulte d'ail- 
leurs de la constitution du groupe formé par les entiers positifs et 
négatifs vis-à-vis de la multiplication. 

8. Si Ton admet pour les nombres rationnels l'existence des deux 

modes de composition : addition et multiplication, le calcul de ces 

nombres est complètement défini et connu relativement à ces deux 

modes. 

Par exemple, si l'on a 

a.x = a, 

à.y = fc 

a, a, 6, p étant des entiers quelconques, il en résulte 

a.b.x = a.£, 

b.a.y = p. a, 
c'est-à-dire 

(a. *).(* + y) = («4 + fa), 

ce qui définit la somme de deux nombres rationnels x et y : 

On aurait de même 

a.x. b. y = a.p 

ou (a.b).(x.y) = a.p, 

ce qui donne 

{ V> (a. 6) 
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Enfin nous pouvons ajouter que si Ton considère une relation de 
la forme a.x = b, où a et 6 sont des nombres rationnels, il 
existe un symbole rationnel ou entier et un seul qui mis à la place 
de x vérifie cette relation. Soient, en effet, 

a. a = p, 

M = î 

les égalités qui définissent a et b ; l'égalité qui définit x peut 

s'écrire 

a.$.a.x = a. p. b 
ou encore 

(p.p).z = («.?). 
On déduit donc de là 

D'une manière générale, lorsque dans un ensemble de symboles 
qui se composent entre eux suivant un mode additif et un mode 
multiplicatif, il existe : 

1° Un et un seul symbole de l'ensemble qui mis à la place de x 
satisfait à la relation a -h x = 6, a et b étant deux symboles 
quelconques de l'ensemble, on dit que la soustraction est possible 
dans l'ensemble ; 

2° Un et un seul symbole de l'ensemble tel que mis à la place 
de x il vérifie l'équation a.x = 6, on dit que Indivision est pos- 
sible dans l'ensemble. 

Les nombres entiers positifs et négatifs forment un ensemble où 
la soustraction est possible. Si on ajoute les nombres rationnels, on 
a un ensemble dans lequel la soustraction et la division sont possi- 
bles. Le symbole zéro étant singulier dans la multiplication, la 
division par zéro reste toujours exclue de nos considérations. 

Nous n'insistons pas ici sur les définitions de la soustraction et 
de la division comme opérations inverses de l'addition et de la mul- 
tiplication, cela n'est pour nous d'aucune importance. 

9. Passons maintenant à la légitimation des symboles que nous venons 
d'introduire ; elle sera complète lorsque nous aurons donné des exemples 
d'éléments (ou d'opérations portant sur ces éléments) pour lesquels on 
connaît deux modes de composition possédant l'un les quatre propriétés 
fondamentales de l'addition, l'autre les cinq propriétés fondamentales de la 
multiplication et tels que la correspondance entre les éléments et nos sym- 
boles soit univoque et réciproque. 
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II suffira de choisir ici nos éléments parmi les grandeurs pour lesquelles 
on a la conception d'une division en parties égales. Nous pourrons con- 
server l'exemple, donné précédemment, des segments portés sur une droite 

et définir par exemple le segment correspondant au symbole ( — ) comme 

celui qui conduit au segment unité lorsqu'on le compose avec lui-même 
de la même manière qu'on compose le segment unité avec lui-même pour 
former le segment correspondant à a. 11 suffira de conserver également 
les définitions déjà données de l'addition et de la multiplication des seg- 
ments pour que la correspondance entre les segments et nos nombres ra- 
tionnels soit complète et complètement définie. 

A ce propos nous observerons que dans l'exemple précédent tous les 
nombres rationnels sont représentés ; cela tient à ce qu'on admet la pos- 
sibilité de diviser un segment quelconque en autant de parties égales que 
Ton veut. 11 n'en est pas ainsi en général, c'est-à-dire qu'un système 
d'objets étant donné pour lesquels on connaît les deux modes de compo- 
sition : addition et multiplication, il peut se faire que certaines divisions 
seulement soient possibles ; on ne pourra alors représenter par ces objets 
qu'une partie des nombres rationnels. C'est ce qui arrive, par exemple, 
lorsqu'on se propose de diviser un arc de cercle à Vaide de la règle et du 
compas seuls ; on n'obtiendra évidemment ainsi en partant de l'unité que 

les segments correspondant aux nombres de la forme -^ , a étant un en- 
tier quelconque et n un entier positif. 

Gela se présente également lorsqu'on considère des systèmes d'unités A 
dans lesquels l'unité A est elle-même un système d'autres unités B. 
Si l'unité A est composée de p unités B, il sera possible de représenter 
dans le domaine où l'on se place les opérations qui correspondent au 

calcul additif des fractions de la forme - et les multiplications des entiers 

par ces fractions ; mais il sera impossible de représenter par exemple la 

multiplication de — et — 

On aperçoit ici la différence essentielle entre une étude d'éléments réels 
au point de vue de leurs modes de composition et l'étude de symboles 
possédant ces modes de composition. Alors que la première est sujette à 
une foule d'irrégularités provenant de l'ensemble d'éléments que l'on con- 
sidère, irrégularités qu'il faut trouver, la seconde est le développement na- 
turel et logique des hypothèses faites et ne présentera jamais de difficultés. 



III. — Polynômes à une variable. 

10. On appelle polynôme entier en x de degré m, toute expression 

de la forme a-\-bx+cx*-\ hfe m dans laquelle a, 6, ... / sont 

des nombres rationnels déterminés, positifs ou négatifs, le nombre 
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/ étant différent de zéro, et x un nombre rationnel qu'on laisse 
à dessein indéterminé. Nous appellerons d'une manière générale 
variable un symbole qu'on peut choisir .d'une façon arbitraire dans 
un ensemble de symboles connus, et nous dirons que le polynôme pré- 
cédent est un polynôme à une variable x. Lorsqu'on remplace, dans 
le polynôme, x par un nombre rationnel déterminé, le polynôme 
devient aussi un nombre rationnel déterminé et qu'on sait calculer. 
Il est facile de voir qu'un polynôme donné ne peut devenir égal à 
un nombre rationnel quelconque pour un choix convenable du nombre 
rationnel x; par exemple le polynôme à deux termes ou binôme 
ar^-f-l ne peut devenir égal ni à zéro, ni à — 1, ni à 3, etc. 
quel que soit le nombre rationnel qu'on mette à la place de x\ 
donc à tous les nombres rationnels le polynôme ne fait corres- 
pondre que les nombres rationnels d'une certaine classe. En algèbre 
élémentaire, étudier le polynôme c'est donner des règles de calcul 
communes à tous les nombres rationnels de cette classe. 
Considérons, par exemple, les deux polynômes 
P = 2-+-4a?— 9a? 1 , 
Q = 3 — 2a? + 5a? 3 ; 
lorsqu'on fixe le nombre rationnel a?, P et Q deviennent des 
nombres rationnels déterminés. Il est facile de former un polynôme 
qui représente, pour ce môme choix de x, la somme de ces nombres 
rationnels. Il suffit en effet de réunir les termes de P et de Q et de 
réduire les termes semblables, c'est-à-dire renfermant la même puis- 
sance de x, en appliquant la propriété distributive de la multipli- 
cation. Le polynôme ainsi obtenu est 

H = 5 -h 2a? - 9a?' -4- 5a? 8 ; 
on l'appelle somme des polynômes P et Q, et il est clair que quel que 
soit le choix fait pour a?, le polynôme R représentera la somme 
des nombres rationnels représentés par P et Q. 

D'une manière analogue il est facile de former un polynôme qui 
représente, quel que soit le nombre rationnel mis à la place de a?, le 
produit des nombres rationnels représentés par deux polynômes 
donnés. Si P = 2 -f- 3a?, Q = 3 — 5a? sont les polynômes donnés, 
le polynôme cherché est 

R = 6-a? — 15a: 8 ; 

on l'appelle produit des polynômes P et Q. 
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Dans les deux cas que nous venons de considérer, on a, pour 
obtenir le polynôme R, regardé x comme un symbole se compo- 
sant avec les nombres rationnels suivant deux modes différents qui 
possèdent les propriétés fondamentales de l'addition et de la mul- 
tiplication des nombres rationnels. Le point de vue auquel nous 
nous plaçons pour considérer les polynômes justifie naturellement 
ce procédé, puisque x représente pour nous un nombre rationnel 
indéterminé. Il est bien clair que l'addition et la multiplication des 
polynômes ainsi définies, possèdent les propriétés fondamentales 
des mêmes modes de composition entre nombres rationnels ; nous 
n'y insisterons donc pas. 

11. Poursuivant l'analogie que présente l'étude des polynômes et 
celle des entiers, nous considérerons les relations de la forme 

P + X = Q 

et P.X = Q, 

dans lesquelles P et Q représentent des polynômes donnés et X est 
un symbole assujetti à vérifier l'une de ces relations et à se compo- 
ser avec les symboles ordinaires : polynômes entiers, suivant les 
deux modes si souvent cités. 

On voit aisément que la relation P -h X = Q définit toujours un 
polynôme entier en x qu'on appelle différence des polynômes Q et P 
sous la seule condition que les coefficients de P et Q appartiennent à 
un ensemble de symboles dans lequel la soustraction est possible. 

Il n'en est pas de même de la relation P.X = Q; dans tous les 
cas on explicite le symbole X défini par cette relation en écrivant 

x_-, 

et on l'appelle fraction rationnelle. D'après ce qu'on vient d'affirmer, 
il peut arriver qu'il existe un polynôme entier en a? ou un nombre 
rationnel, qui, mis à la place de X, vérifie la relation donnée 

P X = Q; on dira dans ce cas que la fraction — est réductible à un 

polynôme ou à un nombre rationnel ; si au contraire cela n'a pas 
lieu, on a une véritable fraction. Des exemples de ces deux cas sont 
donnés par les relations 
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x* i 

(a? — 1).X = (a? 8 — 1), qui donne X = r =x-hl 

x — 1 

et (x 1 + l).X = a: s 4-a?-i-l, qui donne X == xt + x + l . 

ar-H 1 

Le calcul des symboles de la forme —i dans laquelle P et Q sont 

deux polynômes, en a?, se déduit immédiatement de leur définition 
et reproduit par conséquent, mutât is mut andis, le calcul des fractions 

ordinaires -^i a et b étant des entiers; nous n'y insisterons pas non 

plus. 

12. Lorsque a et b sont des entiers positifs, b étant inférieur à a, 
on sait qu'il existe toujours une identité de la forme a = b.q-t-r 
dans laquelle q et r sont également des entiers positifs, r étant 
inférieur à b\ on dit alors que q est le quotient et r le reste de la 
division de a par 6. L'extension de cette définition aux polynômes 
va nous permettre d'arriver à des propositions plus importantes : 
soient A et B deux polynômes entiers en a?, le premier de degré 
m, le second de degré inférieur n; si nous posons l'identité en x 

A = B.Qh-R, 

Q étant un polynôme de degré m — n et R un polynôme de degré 
(n — 1), il est possible de déterminer de proche en proche et d'une 
manière unique les coefficients de Q puis ceux de R; parmi ces der- 
niers un certain nombre et même tous peuvent se réduire à zéro. Le 
polynôme Q est appelé quotient et le polynôme R reste de la divi- 
sion de A par B. 

Il est presque inutile de remarquer que dans le cas où les coeffi- 
cients de R sont tous zéro, le polynôme Q qu'on détermine ainsi 

est celui auquel se réduit la fraction — introduite précédemment. 

Ajoutons qu'on dit, dans ce cas, que le polynôme A est divisible 
par le polynôme B ou bien que B est un diviseur de A. Nous n'in- 
sisterons pas ici sur les moyens pratiques employés pour déterminer 
les coefficients des polynômes Q et R dans le cas général ; ce qu'il 
importe de fixer, c'est que si l'on ordonne les polynômes A, B et Q 
suivant les puissances décroissantes de a?, on aura les coefficients 
de Q par des relations de la forme ax = b, dans lesquelles x est 
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un coefficient inconnu et a le coefficient du premier terme de B. On 
n'aura donc à effectuer que des divisions par ce coefficient a. Les 
coefficients de R seront ensuite obtenus par des équations de la 
forme a + x = p, a et p étant connus et x étant le coefficient 
inconnu. 

Il résulte de là que si les coefficients des polynômes A«/B font 
partie d'un ensemble de symboles dans lequel la division par le coeffi- 
cient du premier terme de B et la soustraction sont possibles, on pourra 
affirmer Fexistence d'une identité de la forme 

A = B.Q-hR, 

les coefficients des polynômes Q et R appartenant au même ensemble 
de symboles. 

En particulier si le coefficient du premier terme de B est le 
nombre 1, il suffira que la soustraction soit possible dans l'ensemble 
des symboles où Ton prend les coefficients de A et de B. 

Considérons par exemple l'un des cas les plus importants pour 

la suite : la division des' polynômes par x — a\ l'identité à écrire 

sera 

A = (x — a).Q + R, 

et R se réduira à un nombre rationnel. Pour obtenir ce nombre il 
suffira de remplacer x par un nombre rationnel quelconque; nous 
choisirons le nombre a, qui a l'avantage de ne pas exiger le calcul 
de Q. Si en effet on fait x = a dans l'identité précédente le poly- 
nôme A(x) devient un nombre rationnel déterminé A (a), Q(x) 
devient également un nombre rationnel Q(a), dont le produit par 
zéro est zéro, et Ton a par suite 

A (a) = R. 

On peut donc dire : Si un polynôme A(x) est divisible par {x — a), 
A (a) est égal à zéro et réciproquement. 

On verrait aisément que si Ton a également A (A) = 0, le poly- 
nôme est divisible par (x — a){x — b), etc., etc.. Il résulte de là 
que si on considère m nombres a, b, . . ., / pour lesquels on sup- 
pose A (a) = A (6) = • •• = A(Z) = 0, le polynôme A(ar), supposé 
de degré m, pourra s'écrire 

A(a?) = à(j? — a)(# — b).. .(x — /), 

X étant un nombre rationnel déterminé. Il est bien clair que ce po- 
lynôme A(#) ne devient égal à zéro pour aucun nombre rationnel 
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différent de a, ô, ..., /, puisqu'un produit de nombres rationnels 
n'est zéro que si l'un de ces nombres est lui-même zéro. On peut 
donc affirmer qu'il n'existe pas de polynôme en x de degré m qui prenne 
la valeur zéro pour ro-f-1 choix différents du nombre rationnel x. 

Le polynôme \(x) sera d'ailleurs complètement déterminé lors- 
qu'on donnera en outre le nombre rationnel qu'il représente pour un 
choix de x différent de a, ô, ...,/. Ecrivons par exemple A(r) = R; 
on en déduira R = X (r — a){r — b) . . . (r — /), ce qui détermine X 
d'une manière unique. Un polynôme de degré m est donc déterminé 
par ce fait qu'il devient égal à zéro pour m choix différents a, b, . . . , / 
du nombre rationnel x et à un nombre rationnel R lorsque x = r. 

La proposition précédente va nous amener à une nouvelle pro- 
priété des polynômes, qui sera dans la suite d'une grande impor- 
tance. Nous avons vu qu'un polynôme permet de faire correspondre 
à tout nombre rationnel x un nouveau nombre rationnel ; nous al- 
lons établir que la correspondance précédente suffit à définir le po- 
lynôme et de plus qu'une telle correspondance est complètement dèter* 
minée par (m -+■ 1) couples de nombres correspondants qu'on peut 
prendre arbitrairement. 

Il suffit évidemment pour cela de montrer qu'il existe un polynôme 
de degré au plus m et un seul qui fait correspondre aux (m -M) 
nombres a, 6, ..., / les nombres a, p, . .., X. Ces couples a. a, 
b.$ y ... sont assujettis à une seule condition qui résulte du fait 
que le polynôme devient pour chaque choix de x un nombre ration- 
nel bien déterminé y c'est que si deux des nombres a et b sont égaux, 
les nombres a et p doivent l'être aussi. Il est bien clair que si cela 
a lieu, il faut ajouter un nouveau couple, puisque deux des couples 
donnés coïncident. 

La démonstration de la proposition est immédiate : le polynôme 

{x — b){x — c)...(qg — /) 
[ ] (a-b)(a-c)...{a-l) 

fait correspondre aux nombres b y c, ..., / le nombre zéro et au nombre 
a le nombre 1 ; c'est d'ailleurs le seul polynôme possédant cette pro- 
priété, d'après un théorème démontré plus haut. Si on définit de même 
des polynômes B(j), C(ar), ..., L(ar), le polynôme de même degré 
aÀ(a?) -h $B{x, -h ... -h XL(x) satisfait aux conditions imposées, c'est- 
à-dire est de degré au plus égal à m et fait correspondre aux nom- 

THCORIE DES « OMBRES 11) 
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bres a, b, . .., / les nombres a, p, ..., X. 11 est le seul possédant 
cette propriété, car s'il en existait un second, la différence de ces 
deux polynômes serait de degré m et ferait correspondre aux (m -h 1 ) 
nombres a, 6, ..., / le même nombre zéro, ce qui a été démontré 
impossible. 

On peut donc dire que la correspondance établie par un polynôme 
entre les nombres rationnels caractérise le polynôme et de plus 
qu'elle est complètement donnée par (m -h 1) couples de nombres 
correspondants. 

Il convient de faire observer ici que le degré du polynôme qu'on 
vient de construire n'est pas nécessairement m, mais peut être in- 
férieur à m. Si par exemple les nombres a et a sont associés de 
telle sorte que la correspondance puisse être donnée par un poly- 
nôme de degré inférieur à m, c'est ce polynôme que l'on obtiendra 
d'après la règle précédente. Ainsi le polynôme qui fait correspondre 
aux nombres 1, 2, 3 les nombres 0, 1, 2 est le binôme s— 1 ; il 
est aisé d'ailleurs de le vérifier sur la formule 

fl (g-2X*-3) ■ (*-3)(*-l) e (g-4)(g-«) 
°-(l_8)(i_3)" H -(2-3)(2-i) (3-ij(3-2) 

La formule f(x) = ak(x) + PB(jp) -+- -h XL{x) qui donne 

un polynôme /(#), de degré au plus égal à m, tel que 

/(«) = «. A*) = P /(0 = * 

est connue sous le nom de formule oVinterpolation de Lagrange. 

IV. — Divisibilité des polynômes. 

13. Nous allons maintenant exposer rapidement comment on a pu 
étendre, aux polynômes entiers en a?, les notions correspondant à la 
décomposition des entiers en facteurs. Dans l'étude des entiers po- 
sitifs on a remarqué que le produit de deux entiers positifs est en- 
core un entier positif, et on a été conduit par là à rechercher si tout 
entier peut être regardé comme le produit de deux entiers. La 
réponse négative à cette question a permis de séparer en deux 
classes les entiers positifs ; dans l'une on a mis les nombres qui 
n'admettent d'autres diviseurs qu'eux-mêmes et l'unité et qu'on a ap- 
pelés nombres premiers, les autres ont été nommés nombres composés. 
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On a montré que tout nombre composé peut être mis et d'une seule 
manière sous forme d'un produit de nombres premiers et on a fondé 
là-dessus une théorie de la divisibilité des entiers. 

Il sufiit d'observer que le produit de deux polynômes entiers 
en x est également un polynôme entier en x pour être amené à se 
poser pour les polynômes la question inverse : tout polynôme en- 
tier en x peut-il se ramener à un produit de deux polynômes? Nous 
avons vu que lorsqu'on a une identité en a?: A = B.Q, le poly- 
nôme B est dit diviseur de A ; on va montrer qu'étant donné un 
polynôme entier f{x) il est possible de reconnaître si ce polynôme 
admet des diviseurs et dans ce cas de les trouver par un nombre 
limité d'opérations. 

Supposons le polynôme f(x) de degré 2n ou 2n -+- 1 ; il est 
clair qu'il suffira de trouver tous les polynômes de degré n au plus 
qui divisent f(x) ; s'il existe, en effet, un polynôme de degré supé- 
rieur à n divisant f{x), il s'obtiendra en divisant f(x) parle produit 
de polynômes diviseurs de degré inférieur à n. 

Soit d'abord un polynôme f{x) à coefficients rationnels ; nous pou- 
vons multiplier ce polynôme par un entier suffisamment grand pour 
que tous les coefficients deviennent entiers ; si on suppose que 
chaque coefficient est une fraction irréductible, il suffira de mul- 
tiplier par le plus petit multiple commun des dénominateurs. On 
pourra d'ailleurs affirmer qu'après cette opération, les divers coeffi- 
cients de f(x) seront sans diviseur commun et substituer le polynôme 
ainsi obtenu au polynôme donné. 

Si l'on a, en effet, trouvé 



on en conclut 



A.A*) = ?(*)•+(*)» 






sous la seule condition B.C = A, A, B, C étant des nombres ra- 
tionnels quelconques. 

Nous conviendrons donc de rendre le polynôme donné f\x) à coef- 
ficients entiers sans diviseur commun et de n'appeler diviseurs de f(x) 
que les diviseurs du polynôme ainsi modifié. 

A l'égard des polynômes entiers en x dont les coefficients sont en- 
tiers, Gauss a établi la proposition suivante : si un polynôme à coef- 
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ficients entiers est décomposab'e en un produit de deux polynômes, ces 
polynômes sont aussi à coefficients entiers. 

Remarquons d'abord que si o{x) et ty{x) sont des polynômes à 
coefficients entiers, dans chacun desquels le plus grand commun 
diviseur des coefficients est l'unité, il en est de même du produit 
<?(x).<l». Il suffit, pour le prouver, de montrer que tout nombre 
premier p qui divise tous les coefficients du produit divise aussi 
tous les coefficients d'un des facteurs. 

Or nous pouvons toujours écrire o(x) et ty(x) sous la forme 

o(x) = ppi'jrj-hosfx), 

î[x)=pïSx) + Wx), 

9i. **i 'î'ti $* étant des polynômes à coefficients entiers dont certains 
peuvent être identiquement nuls et aucun coefficient de o t ni de ty t 
n'étant divisible par p. 
Mais on a identiquement 

[?— p^]$— Mi] = ?î ^«; 

il en résulte que le second membre de cette identité est divisible 
par p. Cela est manifestement impossible sans que l'un des polynômes 
o, et tyt se réduise à zéro. En effet, le terme de plus haut degré du 
produit o t .^, n'est certainement pas divisible par p d'après l'hypo- 
thèse même faite sur les coefficients de <?* et <k- Donc l'un des po- 
lynômes <?i, <V« se réduit à zéro et le polynôme <?, ^ correspondant 
a ses coefficients divisibles par p. 

La proposition de Gauss est maintenant immédiate. Soit f(x) un 
polynôme à coefficients entiers qui est le produit de deux polynômes 
o(x) et ty{x) à coefficients rationnels; en multipliant par le plus 
petit multiple commun des dénominateurs on peut écrire 

À./(*) = B. ?I (*).*,(*), 

A et B étant des entiers, o, et ^, étant des polynômes dont les 
coefficients sont des entiers sans diviseur commun. Le plus grand 
diviseur commun aux coefficients du second membre développé est 
donc B ; il en résulte que A divise B, et si Ton pose 

B = A.C f 

on aura 

f{x)= C. <?,'». +i(*), 
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ce qui démontre la proposition de Gauss. Le nombre C est d'ailleurs 
le plus grand diviseur commun aux coefficients de f(x). 

14. Nous avons appris ainsi qu'étant donné un polynôme f(x) dont 
les coefficients sont des entiers sans diviseur commun, il suffit de 
rechercher les diviseurs de f(x) parmi les polynômes dont les coefficients 
possèdent la même propriété. 

Soit donc maintenant 

f(x) = g{x).h{x), 

g et h étant à coefficients entiers; on aura, quel que soit rentier a, 

f(a) = g(a).h(*), 
ce qui montre que l'entier g (a) est nécessairement diviseur de f(a)\ 
il existe donc pour g (a) un nombre limité de valeurs possibles. 

Donnons-nous le degré de g(x), pris comme on Ta remarqué plus 
haut parmi les nombres 1,2, . . . , n ; soit p ce degré. Le polynôme 
g (x) sera complètement déterminé si Ton connaît les entiers qu'il fait 
correspondre à (p -h 1) entiers quelconques a, 6, ... , k. Les nombres 
g(a), g{b), ...,£(*) sont respectivement des diviseurs positifs ou 
négatifs des nombres /"(a), /"(6), . . ., f(lc). 

Il suffit donc de combiner les diviseurs de /"(a), f(b), ..., f(k) entre 
eux de toutes les manières possibles en prenant un diviseur et un 
seul de chacun de ces nombres et de former les polynômes de degré 
p qui pour a, A, . . . , / deviennent égaux à ces diviseurs. On obtien- 
dra ainsi un nombre limité de polynômes qu'il suffira d'essayer 
pour trouver, s'il en existe, les diviseurs de degré p de f{x). Il est 
clair qu'il y aura tout avantage à choisir les nombres a, 6, ..., £ de 
façon que les entiers /"(a), /"(ô), ..., f(k) aient aussi peu de diviseurs 
que possible. En cherchant successivement les diviseurs du premier 
degré, puis du second, du troisième, etc., on sera assuré de ne 
jamais faire ^opération inutile. Il faut remarquer qu'un diviseur 
étant trouvé, il est nécessaire de s'assurer s'il n'est pas diviseur 
multiple de /"(x), c'est-à-dire si le quotient de f{x) par ce diviseur 
est encore ou non divisible par le môme diviseur. Dans le cas où 
cela se présente, il faut avant de chercher de nouveaux diviseurs 
débarrasser f(x) complètement de ce diviseur multiple. 

Enfin il est inutile de s'occuper des polynômes que l'on obtient 
par la foimule de Lagrange lorsque leurs coefficients ne sont pas 
entiers. 
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Soit par exemple à étudier le polynôme x 3 ■+- x* — a? -+- 2 au 
point de vue de sa décomposition en facteurs. Il suffit de chercher 
ses diviseurs du premier degré. Nous avons, en prenant pour 
nombres a, i, ..., k les nombres et 1, 

/(0) = 2, 
/"(*) = 3, 
ce qui donne pour g(0) etg(i) les systèmes 

0(0) = ±i, ±î; 
9(1) = ±i, ±3. 
On peut évidemment se borner à considérer les diviseurs, abstrac- 
tion faite de leur signe, c'est-à-dire seulement les huit combinaisons 



9(0) 


0(1) 


1 


i 


4 


— i 


1 


3 


1 


—3 



9(0) 


*H) 


2 


i 


2 


—1 


2 


3 


2 


—3 



D'ailleurs comme on a ici A (a?) = 4 — x et B(a?) = a?, les 
binômes obtenus sont respectivement 

1 — x-f-rr, l — x — a?, 1 — x-\-3x, 1 — x — Sx 
et 

2 — 2a? h- x, 2 — 2a? — a?, 2— 2x-+-3a?, 2— 2a? — 3x. 

Parmi ces binômes on peut écarter a priori ceux qui ne renferment 
pas x et ceux pour lesquels le coefficient de x est autre que ± 1, 
car il résulte des règles de la multiplication des polynômes que le 
coefficient de a? s dans f(x) doit être divisible par celui de x dans 

S(*)« 

11 reste donc à essayer seulement les deux binômes 2 — x et 

2 + x y et Ton voit aisément que 2 -h a? convient seul. En 

effectuant la division on a donc 

a? 3 -+- a?» — x -4-2 = (a? H- 2) . (a?* — x -h 4), 

et la décomposition est terminée puisque a? -h 2 ne divise pas 

Ajoutons que la méthode précédente est loin d'être la plus simple 
lorsqu'on se borne à rechercher les diviseurs du premier degré du 
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polynôme f{x). Habituellement on opère de la manière suivante : Si 
l'un dos diviseurs est qx—p, on aura /*( — J = 0, c'est-à-dire 

ap m -+- bp m ~ { q -+- ... -h lq m = 0, 

d'où il résulte que p divise l et q divise a, en supposant bien 
entendu p et q sans diviseur commun. 

Il suffit par conséquent d'essayer les binômes qx — p, où q est 
un diviseur de # et p un diviseur de /. 

Nous venons d'établir que par un nombre limité d'opérations il est 
possible de trouver tous les polynômes de degré donné p qui divisent 
un polynôme f{x)\ lorsqu'on a procédé méthodiquement en cher- 
chant d'abord les diviseurs du premier degré, puis ceux du second, 
etc., on peut affirmer que les polynômes trouvés n'admettent aucun 
diviseur. En effet, un diviseur du second degré, par exemple, ne 
pourrait admettre qu'un diviseur du premier degré et on les a tous 
obtenus et supprimés dans f{x) lorsqu'on cherche les diviseurs du 
second degré. 

On peut donc écrire une décomposition de f(x) absolument 
analogue à la décomposition d'un nombre entier en facteurs 
premiers 

Les polynômes g, /i, ... /, qui n'admettent aucun diviseur, sont dits 
irréductibles; ils jouent manifestement le rôle que jouent les 
nombres premiers en Arithmétique. 

Il est facile de voir qu'il existe des polynômes irréductibles de 
degré quelconque, le binôme a?" -+- 2 où n est quelconque en est 
évidemment un; il en est de même de x?~ l -+- x^~' l + ... -f- x -h 1 
lorsque p est un nombre premier; nous le démontrerons plus loin. 

15. Tout polynôme entier en #, à coefficients entiers sans diviseur 
commun, est irréductible ou décomposable en un produit de poly- 
nômes irréductibles dont les coefficients possèdent la môme 
propriété. Il reste à prouver qu'une telle décomposition nest possible 
que d'une seule manière, et pour cela nous sommes obligés de faire 
appel à l'algorithme du plus grand commun diviseur étendu aux 
polynômes. L'existence de l'algorithme d'Euclide pour les polynômes 
est une simple conséquence de l'existence de l'identité de la division 
A = B.Q-4-R. 
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Supposons A et B à coefficients entiers, ce qu'il est toujours per- 
mis de faire ; on peut remarquer d'abord qu'il suffît de multiplier A 
par un entier convenable, le coefficient du premier terme de B 
élevé à une certaine puissance, pour n'introduire dans Q et dans R 
que des nombres entiers. 

Si Ton écrit alors aA = B.Q -h R, on peut en conclure que les 
diviseurs communs à A et à B sont les mêmes que les diviseurs 
communs à B et à R. En continuant à déterminer les polynômes 
R t , R 2 , qui vérifient les identités 

ai B == R.Q, 4- R„ 
a 2 Rr= Rj.Qj-f-R^ 



dans lesquelles a. est une puissance du coefficient du premier terme 
de R,_i, on parvient soit à un reste R w nul, soit à un reste R„ qui 
est un nombre entier autre que zéro. 

Dans le premier cas les diviseurs communs à A et à B sont les 
mômes que les diviseurs de R^, on dit que R^ t est le plus 
grand commun diviseur des polynômes A et B ; dans le second cas, 
A et B n'ont aucun diviseur commun, on dit qu'ils sont premiers 
entre eux. 

La suite des identités qu'on vient d'écrire devient manifestement, 
lorsqu'on remplace A et B par A. M et B.M, M étant un polynôme 
quelconque à coefficients entiers : 

a t B.M = R.M.Qt + Rj.M, 
agR.M = Ri . M.Qi -f- Rf.M, 



d'où il résulte que : 1° Si A et B ont pour plus grand commun divi- 
seur D, AM et BM ont pour plus grand commun diviseur DM : 

2° Si A et B sont premiers entre eux, A. M et B.M ont pour plus 
grand commun diviseur M. 

Cela va nous permettre de démontrer la proposition suivante, qui 
est fondamentale dans cette théorie : Un polynôme irréductible C 
qui divise le produit A . B de deux polynômes A et B divise nécessaire- 
ment Vun d'eux. 



l'algèbre ÉLÉMENTAIRE 153 

Supposons en effet que C ne divise pas A, il sera premier avec A 
puisqu'ils ne peuvent avoir de diviseur commun autre que C; le 
plus grand commun diviseur à C.B et à A.B sera par conséquent B. 
tl suit de là que C, qui" divise C.B et A.B, est un diviseur de leur 
plus grand commun diviseur B. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

On déduit immédiatement de ce théorème que lorsqu'un polynôme 
irréductible divise un produit de polynômes irréductibles, il est 
identique à l'un d'eux. D'une manière générale pour que le poly- 
nôme f(x) soit un diviseur de F (x), il faut et il suffit que f(x) 
ne renferme que des facteurs irréductibles de ¥(x) affectés d'un 
exposant au plus égal à celui qu'ils ont dans ¥(x). 

Si l'on avait par conséquent deux décompositions de f{x) en fac- 
teurs irréductibles, chacune d'elles devrait diviser l'autre et par 
suite elles renfermeraient les mêmes facteurs à la mfane puissance, 
c'est-à-dire seraient identiques. On peut donc affirmer que la 
décomposition d'un polynôme en facteurs irréductibles n'est pos- 
sible que d'une seule manière. Nous avons donné le moyen de 
trouver une décomposition, il est par conséquent inutile d'en cher- 
cher d'autres. 



V. — Polynômes à plusieurs variables. 

16. Les propositions précédentes sur les polynômes à une variable 
x s'étendent naturellement aux polynômes à plusieurs variables 
x iy ar 2 , . . . , ar n , c'est-à-dire aux expressions qui sont la somme d'un 
nombre limité de termes : 

A. • X\ . X% ..... tl>yi ^ 

A désignant un nombre rationnel, a, p, ..., X des entiers positifs 
et #i, ffs, . . . , a?„, des nombres rationnels indéterminés. C'est tou- 
jours dans ce sens de symboles connus dont on ne fixe pas la déter- 
mination, que nous emploierons le mot variables. 

On peut évidemment, comme pour les polynômes aune variable ar, 
se borner ici à l'étude des polynômes à coefficients entiers. Nous 
allons seulement mettre en évidence la possibilité d'une décompo- 
sition, par un nombre fini d'essais, d'un polynôme à n variables 
x u ..., x n en un produit de polynômes irréductibles. 
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Le problème qui consiste à trouver les diviseurs de f(x u ar 2l ..., x„) 
se ramène par un artifice ingénieux dû à Kronecker, au problème 
analogue, déjà résolu, pour les polynômes à une seule variable. 

Désignons par g un entier positif qui surpasse l'exposant le plus 
élevé de chacune des variables x iy x % , ..., x n dans f(x u . . ., a: M ). II 
est clair que si f{x u . .., x n ) est décomposable en facteurs, g dé- 
passera aussi le plus grand des exposants de x u ..., x n dans chacun 
de ces facteurs. 

Posons alors 

x x = x y .r 2 = x g , x z = a^*, ... x n = aP n ~\ 

en désignant par x une nouvelle indéterminée, ce qui revient à con- 
sidérer le cas où les nombres rationnels x l} a?,, ..., x n au lieu d'être 
absolument arbitraires sont toujours des fondions déterminées de l'un 
d'entre eux. On voit aisément que si f(x u ..., x n ) est décomposable 
lorsque x iy ..., x n ne sont pas liés entre eux, il en sera de même du 
polynôme F (a:) que Ton fait ainsi correspondre à f. 
A tout monôme tel que A .rf» ... a£» correspond dans le polynôme 

F (a?) le monôme Ar a «~ ,_a ^~ , "V ,H hl ^ n_l , dans lequel on peut 

considérer l'exposant de x comme le nombre 

supposé écrit dans le système de numération de base g. Cela résulte 
de l'hypothèse que les exposants x„, ..., a, sont tous inférieurs à g. 

D'ailleurs la correspondance ainsi établie est univoque, c'est-à-dire 
qu'aux termes différents de f(x u ..., x») correspondent dans F(ar) des 
termes de degrés différents. // n'y a donc, après la transformation, 
aucune réduction possible des termes de F (a?) entre eux. 

Nous savons qu'à toute égalité 

/"(*!, ..., x n ) = g(x u ...,ar n ). /*(*,,..., x n ) 

correspond une égalité 

F(x) = G(x).U{x). 

G et H désignant les transformées respectives de g et h. Il suffit 
donc pour savoir si f admet ou non des diviseurs, de chercher les 
diviseurs irréductibles G(x) de F(ar), d'écrire pour chacun d'eux 
l'identité en x 

F(r) = G(a?).HW 

et de transformer cette identité par la substitution inverse, ce qui 
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donne 

f{x u x 2 , ..., x n ) = g{x u x t , ..., x n ).h(x u ..., x n ). 

Si Ton obtient ainsi une identité en x u x tl ..., x n , on peut affirmer 
que g{x u ..., x n ) est bien un diviseur irréductible de f(x u ..., a: w ). Si 
A(xi, ..., x n ) n'est pas divisible par g(x iy ..., x n ), on opérera sur 
h(x u ..., x„) comme on a opéré sur f(r u ..., x„); on parviendra ainsi 
par un nombre limité d'essais à la décomposition de f(x u ..., x„) 
en facteurs irréductibles où Ton reconnaîtra l'absence de toute 
décomposition. 

Supposons que dans un polynôme à plusieurs variables x i9 x t , ...,ar n 
on porte spécialement l'attention sur l'une d'elles x u qu'on 
appellera x, les autres étant considérées comme des nombres 
rationnels indéterminés a, b, ..., /. Nous pouvons toujours suppo- 
ser que dans le polynôme f(x, a, 6, . . . , /) les coefficients des diver- 
ses puissances de x sont des polynômes en a, £,..., / sans divi- 
seur commun et à coefficients entiers. S'il n'existe alors aucune 
identité de la forme 

f{x,a,b % ...,l) = g{x,a,b,.. ,/)■*(*,«, 6, ■ . , /) " 

dans laquelle g et h sont des polynômes en x, a, b, . . ., I, on 
dira que le polynôme en x f(x, a % b, . . . , /) est irréductible dans le 
domaine ^intégrité [a, b, ... , /] (*). 

Il est aisé de voir que les propositions établies sur l'existence 
des polynômes irréductibles à une variable x, la décomposition 
unique d'un polynôme en facteurs irréductibles, etc., s'étendent 
aux polynômes à plusieurs variables et par suite aux polynômes 
en i, a, 4, ..., / dont on vient de parler; nous n'y insisterons 
pas davantage. 

Terminons en observant qu'on peut, en suivant la marche indi- 
quée dans le cas d'une seule variable, introduire des symboles X 



(•) On désigne sous le nom de domaine d'intégrité [a, b, ...» /] l'ensemble des 
polynômes entiers à coefficients entiers des lettres a,b,...,l; un polynôme est 
par conséquent irréductible dans un domaine d'intégrité lorsqu'il n'est pas le pro- 
duit de deux polynômes dont les coefficients appartiennent a ce domaine. 

Cette définition de l'irréductibilité concorde manifestement avec la définition 
donnée pour un polynôme à une variable ; dans cette dernière le domaine d'intégrité 
est remplacé par l'ensemble des nombres entiers, 
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définis par des relations de la forme 

f{x ly x 2 , . . . , x n ) . X = g (x u x^ . . . , x n ), 

dans laquelle f et g sont des polynômes et qu'on appelle fractions 
rationnelles des variables x u x 2 , ...,#„. On les représente par le signe 

fil T f* T \ 

y u zvm e ^ jj eg ^ ^. en c j a - r q ue j eurs p r0 p r iétés sont analogues 

f[X l iX i ,...,X n ) 

à celles des fractions ordinaires et s'établissent de même lorsqu'on 
suppose qu'ils possèdent avec les polynômes deux modes de com- 
position : addition et multiplication, suivant les mêmes lois que les 
modes correspondants pour les entiers positifs. 



CHAPITRE II 
LES NOMBRES ALGÉBRIQUES 



I. — Définition. 



17. Considérons un polynôme entier en x à coefficients ration- 
nels, 

f[x) = a^x" -+- a,*"- 1 -+-... -+- a„; 

nous savons qu'à tout nombre rationnel o? , le polynôme fait corres- 
pondre un nombre rationnel bien déterminé f(x ). 

Nous avons déjà fait observer que le nombre f(x ) ainsi obtenu 
n'est pas un nombre rationnel quelconque, c'est-à-dire qu'étant 
donné un nombre rationnel y il n'existe pas nécessairement de 
nombre rationnel x tel que Ton ait l'égalité 

y« = f{*o)- 

Il est aisé de reconnaître, lorsqu'on donne le nombre y , si une 
telle égalité peut avoir lieu. Considérons à cet effet le polynôme 
entier f{x) — y ; s'il existe un nombre rationnel x qui vérifie 
l'égalité f(x ù ) = y , ce nombre annule le polynôme f(x) — y , 
et réciproquement. On est donc amené à rechercher les nombres 
rationnels qui, mis à la place de a?, annulent le polynôme f{x)—y . 

Remarquons immédiatement qu'il suffira de considérer au lieu de 
f(x) — y , tout polynôme à coefficients entiers qu'on peut en 
déduire en multipliant cette expression par un entier convenable 
et, en particulier, celui de ces polynômes dont tous les coefficients 
sont des entiers sans diviseur commun. 

Soit donc F(x) un polynôme entier satisfaisant à cette condition; 

b (b\ 

si — est un nombre rationnel tel que l'on ait F( — j =0, le 
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polynôme F(x) est divisible par ax — b\ inversement, si Ton a 
F(x) = (a* — b)G{x), 

le polynôme F(x) s'annule pour a? = - . On conclut de là que 

a 

tout polynôme entier qui admet des diviseurs du premier degrés peut 
représenter le nombre zéro pour des déterminations rationnelles de la 
variable, il existe autant de représentations qu'il existe de diviseurs 
du premier degré différents. 

Si, au contraire, un polynôme entier n'admet pas de diviseurs du 
premier degré, il n'existe pas de nombre rationnel qui annule le 
polynôme. 

Cette remarque nous amène à étendre de nouveau l'ensemble des 
symboles sur lesquels nous raisonnons, et nous allons le faire en 
suivant absolument la méthode employée pour l'introduction des 
nombres rationnels. 

18. Considérons un polynôme entier en a? à coefficients ration- 
nels, f(x), irréductible au sens que nous avons adopté plus haut. 
11 n'existe aucun nombre rationnel qui, mis à la place de x, vérifie 
la relation f(x) = lorsque, comme nous le supposons natu- 
rellement, le degré n de f(x) est différent de l'unité. 

Nous allons ajouter à l'ensemble des nombres rationnels des 
symboles nouveaux qui, par définition, vérifieront cette relation. Il 
est évidemment nécessaire, pour que cela ait un sens, que nous 
ayons défini pour ces symboles des opérations que nous appel- 
lerons addition et multiplication et qui conduisent d'une manière 
unique et déterminée au polynôme f(x) lorsqu'on donne x. Il nous 
faut donc définir deux modes de composition de ces symboles entre 
eux et avec les nombres rationnels; nous pouvons d'ailleurs, au point 
de vue logique, faire cela d'une manière arbitraire. Nous nous attache- 
rons, pour la simplicité des résultats, à conserver à ces deux modes 
de composition les propriétés fondamentales de l'addition et de la 
- multiplication qu'on a trouvées pour les nombres entiers. 

Ainsi l'ensemble des nouveaux symboles et des anciens sera tel 
que : 

1° De deux d'entre eux on puisse déduire un troisième d'une 
manière unique, la composition ainsi définie possédant les quatre 
propriétés fondamentales de l'addition ; 
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2° De deux d'entre eux, par un second mode de composition, on 
puisse déduire un troisième symbole, la composition possédant les 
cinq propriétés fondamentales de la multiplication. 

Enfin on conservera la manière d'écrire employée pour l'addition 
et la multiplication des entiers. 

Avant d'aller plus loin, nous pouvons remarquer que la propriété 
distributive de la multiplication permet d'écrire 

x.(y 4- 0) = x.y -h ar.O, 

xety étant deux quelconques de nos symboles ; et comme Ton a 
y + = y, il en résulte x.O = ; donc le produit d'un quel- 
conque des nouveaux symboles par zéro sera zéro. La propriété com- 
mutative de la multiplication montre qu'on a également 0.x = 0. 
Si maintenant nous considérons les produits x.O et x.y, en sup- 
posant x différent de zéro, on peut conclure de la cinquième 
propriété fondamentale de la multiplication que lorsque y est 
différent de zéro, le produit x.y n'est pas zéro. Il résulte de là 
qu'un produit de deux symboles n'est nul que si l'un des symboles est 
nul. C'est là une importante proposition dont nous aurons bientôt à 
nous servir. 

19. Jusqu'à présent nous n'avons pas défini les symboles que nous 
voulons introduire, nous n'avons défini que leurs modes de compo- 
sition. Ce que nous avons dit prouve qu'il sera possible, lorsque les 
symboles seront définis, de définir d'une manière précise ce que 
c'est qu'un polynôme ou une fraction rationnelle dont les élé- 
ments : coefficients ou variables, sont ces nouveaux symboles. 

Désignons maintenant par x t un symbole satisfaisant aux condi- 
tions précédentes et vérifiant la relation /(#,) = 0. Nous pouvons 
conclure de là que f(x) est divisible par {x — x x ), c'est-à dire 
qu'il existe une identité en x telle que : 

- f&) = (* — *i)/iO*i *t)i 
fi (# 1 #1 ) étant un polynôme entier en x de degré n — I dont 
les coefficients sont des polynômes entiers en x t . En effet, la théorie 
de la divisibilité d'un polynôme par x — a repose sur l'exis- 
tence d'une identité, 

A r= BQ -+- R, 

lorsque A est un polynôme de degré supérieur à B. Cette identité 
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peut être écrite ici, d'après les hypothèses faites sur x u et donnera 

f(x) = (x — xjfifa x t ) -h /(*!); 
comme nous supposons par définition /"(#,) = 0, il en résulte 
f[x) = (ar — *i)/i(a?, *i). 
Lorsqu'on a introduit, dans le calcul, les nombres rationnels par 

une relation 

a.x — 1 = 0, 

les propriétés fondamentales de la multiplication ont permis d'éta- 
blir l'existence d'un seul symbole possédant les modes de compo- 
sition indiqués et tel que a.x — 1=0. Il n'en est plus de même 
ici; nous allons voir, en effet, qu'iï existe n symboles possédant les 
modes de composition ci-dessus désignés et vérifiant la relation 
f(x) = 0, de sorte qu'on est conduit à ajouter simultanément ces 
n symboles à l'ensemble des nombres rationnels. 

Soit, en effet, x 2 un symbole tel que Ton ait f(x î ) = 0; l'iden- 
tité en x 

f(x) = (* — *!)/■,(*,*,) 

donnera 

f(x t ) = (x 2 — tft)/i(ffa, *i); 

on voit qu'il n'en résulte pas nécessairement x 2 — x x = ; si Ton 
suppose, par conséquent, x 2 différent de x v , on aura 

/i(*i, *i) = 0. 
Le symbole x 2 annule donc le polynôme /!(#, o?i), autrement dit 
de l'identité en x 

/!(*, x { ) = {x — x s )f È {x, x t , x 2 ) -+- fi(x 2y X,), 

que l'on peut toujours écrire, d'après les hypothèses faites sur x t et 
o? 2 , et où f 2 est un polynôme entier en x de degré (n — 2), à 
coefficients entiers en x { et x u on peut déduire 

fi(x, x^ = (x — x 2 )f 2 (x, Xi, ar 2 ), 

Xi et x 2 ayant la signification supposée. 
En continuant ainsi, on mettra f[x) sous la forme 

f{x) = {x — Xi)[x - ar,)...(op — x„), 

x u x 2 , . . . , x n étant des symboles différents, c'est-à-dire que dans le 
calcul on devra regarder les différences xi — x k comme diffé- 
rentes de zéro. 
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Nous supposons bien entendu que le coefficient de x" dans f(x) 
a été ramené à être l'unité, sans quoi il aurait fallu introduire dans 
le second membre un facteur égal à ce coefficient. 

Je dis qu'iZ n existe plus d'autre symbole x p possédant les propriétés 
indiquées et tel que Von ait f(x Jt )=0. On déduirait en effet de cette 
relation 

(x p — X x ){l p — Xi) . . . (x p — X„) = 0, 

et comme le produit d'un certain nombre de nos symboles n'est nul 
que si l'un d'eux est égal à zéro, il en résulte que x p est l'un 
des symboles déjà introduits. 

Nous sommes donc amenés à considérer simultanément n sym- 
boles x,, x 2 , . . . , x„ possédant les propriétés indiquées et vérifiant 
la relation f{x) = ou les équations successives 

/(*i) = 0, — = /i(x,,x,. = 0, 

x 2 — x t 

= Aillai xi,xi) = 0, etc. . 

X3 — x 2 

Ajoutons qu'on peut encore regarder xi, x 2 , . .., x n comme 
définis par l'identité en x 

f{x) = (x — x l )[x — x t )...[x — x n )\ 

si nous posons, par exemple, 

f{x) = X" — ptX»- 1 -+■ PjX"-" • • ±Pni 

l'identification donnera entre les symboles x,, x 2 , . . ., x» les rela- 
tions 

Xi -+- x,H h x n = p„ 

XjXs -+- hx„_,x M = p 2 , 



XiX 8 x n = p„. 

Ces relations sont équivalentes aux relations 

/(x,) = 0, /i(x„ x,) = 0, /i(x 3 , x 2 , x,) = 0, etc. . . , 

c'est-à-dire que les unes sont des conséquences nécessaires des 
autres et réciproquement. Il serait aisé de le vérifier; nous y revien- 
drons plus loin. 

THÉORIE DES NOMBRES H 
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Nous avons maintenant à développer les conséquences logiques 
des hypothèses faites sur les symboles x u ar 2 , . ..» *»i c'est-à- 
dire à constituer le calcul de ces symboles tel qu'il résulte de ces 
hypothèses. Il résultera clairement de ce calcul que les hypothèses 
qu'on a faites sur x u ar 2 , ,..,!„ ne sont pas contradictoires, c'est-à- 
dire qu'il est effectivement possible de définir logiquement des sym- 
boles x u a? 2 , ... x n autres que les nombres rationnels, possédant avec 
ces derniers deux modes de composition : addition et multiplication, 
qui suivent les mômes lois que ces modes dans le calcul des entiers, 
et qui vérifient en outre les relations 

f[ Xl ) = o, u (* 2 , *«) = o, 

écrites plus haut. 

Mais, alors que le développement des hypothèses faites sur les 
symboles qu'on a appelés « entiers négatifs » et « nombres rationnels » 
résulte immédiatement des propriétés bien connues des nombres 
entiers positifs, celui des hypothèses faites sur x n a? 2 , . . , x n exige 
une étude plus approfondie des propriétés des polynômes à une et à 
plusieurs variables. Cette étude constituera le chapitre suivant et 
ce n'est que dans un chapitre ultérieur que Ton montrera d'une 
part, qu'il est possible de déduire toutes les conséquences néces- 
saires des relations qui servent à définir x t , a: 2 , . . ., x n d'un nom- 
bre limité d'entre elles, n'impliquant manifestement pas de contra- 
diction, et, d'autre part, qu'à des questions de notation près y 
provenant de ce qu'on n'a pu désigner les symboles qui annulent 
f (x) par x u # 2 , . . ., x n que dans un ordre arbitraire, le calcul de 
ces symboles est complètement déterminé et connu d'après les hy- 
pothèses faites. D'une manière plus précise, on saura décider si 
deux fonctions bien définies de x u x it . . ., x n sont égales et on 
pourra donner leur somme et leur produit. Nous aurons, évidem- 
ment, répondu ainsi à toutes les objections. 

20. Nous commencerons néanmoins par faire ici, au sujet du 
calcul des symboles x u a? 2 , . . . , x n , quelques observations générales 
dont il sera tiré parti plus loin. 

Bornons-nous d'abord au calcul du symbole Xi et des symboles 
dérivés de sa composition avec lui-même et avec les nombres ra- 
tionnels. Parmi ces symboles, ceux qui renferment seulement des 
puissances positives entières de x { se ramènent immédiatement à 
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l'aide de la relation /"(x,) =0, à la forme 

a -h bx x -h cx\ -+- . . . -+- /x?"" 1 , 

où a, 6, . . . , / sont des nombres rationnels quelconques. 

Tous ces symboles sont définis d'une manière unique, et l'hypo- 
thèse faite sur la composition par addition ou multiplication du 
symbole x t et des nombres rationnels permet d'étendre, au calcul 
de ces symboles, les lois du calcul des polynômes, c'est-à-dire celles 
du calcul des entiers positifs. 

Nous allons montrer que toutes les relations rationnelles que vé- 
rifie x t sont des conséquences nécessaires de f[x x ) = 0. 

Supposons, en effet, que l'on ait ?(*,) = 0, <p désignant un 
polynôme qu'on peut supposer à coefficients entiers; les opérations 
qui conduisent au plus grand commun diviseur entre f{x) et ?(x) 
donneront certainement un résultat. Sinon, en effet, on parvien- 
drait à une identité de la forme 

F(*).«p(«) + ♦(*)./(*) = a f 

a étant un entier autre que zéro, et lorsqu'on y fait x = a; 4 , cette 
identité conduit à une contradiction. Mais f{x) est irréductible par 
hypothèse; il en résulte que o(x) est au moins de degré n et ad- 
met f(x) comme diviseur. 

La relation <?{x t ) = est donc une conséquence de f{x x ) = 0; 
en d'autres termes : Tout polynôme <?(#), qui s 9 annule pour l'un des 
symboles qui annulent le polynôme irréductible f(x), est divisible 
par f(x). 

On peut conclure de là que tous les polynômes entiers en x t de 
degré inférieur à n sont nécessairement différents^ car une égalité 
entre deux de ces polynômes donnerait précisément, si elle n'est 
pas une identité, un polynôme entier s'annulant pour x = x t . 

Nous allons continuer en étudiant les fractions rationnelles en x t 
à coefficients rationnels, c'est-à-dire les expressions de la forme 

-^-^ » où P et Q sont deux polynômes entiers de degré inférieur 
Q(*i) 

à n. Tout d'abord on peut affirmer que Q(x) et le polynôme irré- 
ductible f{x) n'ont aucun diviseur commun; l'algorithme du plus 
grand commun diviseur conduit donc à une identité en x : 

q(x).f(x)+Q(x).F(x) = i, 
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où q(x) et V(x) sont des polynômes entiers. On déduit de là, en 

P(x) 
multipliant les deux membres par j— - » 

ce qui montre que, pour tout symbole x x qui annule f(x), on a 

5Si = PWFW 

ou, en développant le second membre et le réduisant à l'aide de la 
relation f(xi) = 0, 

R étant un polynôme entier de degré inférieur à n. On n'introduit 
donc pas, par la considération des fractions rationnelles de x u d'autres 
symboles que ceux que Pon a déjà considérées. On peut donc conclure 
définitivement que le calcul de x { seul se réduit à celui des polynômes 
entiers en x t de degré inférieure n, en y négligeant simplement les 
multiples de f(x x ). 

La relation f(x) = (x — Xi)(x — x t )...{x — x n ), symétrique en 
x u x u . . . ,x„, permettrait d'appliquer le même raisonnement à tous 
les symboles x u a?,,. . ., x m et par conséquent de ne considérer que 
les polynômes entiers en x u x 2 , . . . x n de degré inférieur à n par 
rapport à chacune de ces lettres ; mais nous allons voir que la 
considération du système de relations donnant les liaisons entre 
x 4 , x 2 , ...» a?„ permet encore de restreindre le nombre des symboles 
à introduire. 

Cela apparaîtra immédiatement si Ton considère le système de 
relations 

f(x t ) = 0, fifa, x t ) = 0, /i(a;„ ar 8 , x t ) = 0, etc. . . 

On voit, en effet, qu'à l'aide de f(xi) = toute fonction ration- 
nelle de x t se réduit à un polynôme entier de degré inférieur à n ; 
à l'aide de f t (x u Xi) = et de f{x t ) = toute fonction ration- 
nelle de x t et x% se réduit à un polynôme entier en x t et x 2 de degré 
inférieur à n en x x et inférieur à (n — 1) en ar 2 , etc., etc. 

En résumé, les symboles à introduire sont compris parmi les fonctions 
entières de x u ar 2 , . . . , x n à coefficients rationnels et de degré inférieur 
à (n — i -+- 1 ) par rapport au symbole xi. 



LES NOMBRES ALGÉBRIQUES 165 

21. Pour revenir à un autre ordre d'idées, l'introduction des sym- 
boles qui, soumis aux conditions déjà données, vérifient f(x)^0 
revient à l'adjonction aux groupes formés par les nombres ration- 
nels pour les deux modes de composition : addition et multipli- 
cation, de n nouveaux symboles x t , x iy ..., x n et de n relations 
fondamentales entre ces symboles et les anciens. 

Ces relations fondamentales peuvent être écrites sous la forme 

symétrique 

Xi -+- a?, h -\- x n — p u 



X\X 2 2"n — Pm 

ou sous la forme non symétrique 

fM=0, /i(ar 2 , ar t ) = 0, f % [x z , x 2 , x { ) = 0, etc.. 

Nous avons à chercher si et comment, en tenant compte de ces 
relations fondamentales et des lois de l'addition et de la multiplica- 
tion, on peut compléter la table de structure des groupes formés de 
l'ensemble des nombres rationnels et des fonctions rationnelles à 
coefficients rationnels de x u x 2 , ...,a: n , tant au point de vue de 
l'addition que de la multiplication de leurs éléments. 

Il sera donc nécessaire de rechercher d'abord quelles sont parmi 
ces fonctions celles qui doivent être regardées comme des éléments 
distincts, et Ton peut affirmer, une fois cela fait, que la table de 
structure pourra être construite ; — il résultera d'ailleurs de cette 
table elle-même que les hypothèses faites sur a^, ..., x n n'entraî- 
nent point de contradiction. Le nouvel ensemble'pourra donc être 
regardé comme connu vis-à-vis des deux modes de composition : 
addition et multiplication. 

On pourrait alors donner des noms à tous les symboles différents 
ainsi introduits et les représenter par des signes spéciaux, comme 
on l'a fait pour les entiers négatifs et les nombres rationnels; mais 
il est préférable, à cause de la complexité des notations qu'il faudrait 
employer, de les conserver sous la forme, à laquelle on les a ré- 
duits, de polynômes entiers en a? n x 2l . . ., x n . Cela est d'ailleurs 
indispensable en ce moment. 

Tout ceci étant acquis, on peut imaginer que l'on répète sur 
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chaque polynôme irréductible à coefficients rationnels, dont le 
premier coefficient est l'unité, ce qu'on vient de faire pour le poly- 
nôme f[x). On associera par conséquent à tout polynôme irréduc- 
tible g{y), do degré p, des symboles distincts y u t/ 2 , ..., y py en 
nombre p, desquels on suppose qu'ils vérifient l'identité 

9(y) = (y— yi)(y— y*)- (y—yp) 

et qu'ils se composent entre eux et avec les nombres rationnels 
suivant les modes additif et multiplicatif, en suivant les mêmes 
lois que ces derniers. 

Les symboles x u ar 2 , ..., ar n , y u . .., y p etc.. définis de cette 
manière sont appelés des nombres algébriques. Nous observerons 
d'abord que ces symboles sont tous distincts, car deux polynômes 
irréductibles f(x) et g(x) étant nécessairement premiers entre eux, 
vérifient une identité de la forme 

X{x).f{x) + B(x).g{x) = 1 

et ne peuvent par conséquent s'annuler pour une même détermi- 
nation de x y qui satisfasse aux conditions imposées à nos symboles. 
11 est clair qu'il n'en est pas de même des symboles introduits en 
même temps qu'eux, qui sont leurs fonctions entières à coefficients 
rationnels ; la relation jci + ar 2 -h... -+-x n = p t écrite plus haut 
montre par exemple que les symboles x x + ... -+-x,,_i et p t — x n 
sont identiques. Elle montre aussi que lorsqu'on a introduit dans 
le calcul o?i, x 2 , ... et x n _ u le symbole x n est déjà connu puisqu'il 
est identique à: p t — a? t — x t ...— #„_,. On est amené ainsi à 
rechercher les symboles distincts qui figurent dans les polynômes 
entiers en x u ..., x n ou eny u ..., y p , etc., et il est aisé de voir 
qu'il peut arriver que des symboles identiques figurent dans les 
divers systèmes d'expressions ainsi obtenus. 11 sera donc néces- 
saire de rechercher également quels sont les polynômes entiers en 
2/i* •••! yp Q u î sont identiques à des polynômes entiers en x u ..., ar„, 
pour tous les choix possibles des polynômes irréductibles f(x) et 
g(y). C'est ce qu'on appellera l'étude simultanée des deux poly- 
nômes f(x) et g[y). 

Enfin en particulier, on observe qu'il peut se faire que l'un 
des symboles t/,, ..., y p soit identique à l'un des polynômes 
entiers en x u ..., x n qui sont définis lorsqu'on a défini x u ..., x n ; il 
sera dans ce cas inutile d'introduire de nouveau ce symbole y { dans 
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le calcul. On est conduit par là à rechercher, parmi tous les nombres 
algébriques, ceux qu'il est nécessaire et suffisant d'introduire dans le 
calcul, c est-à-dire de représenter par des signes explicites, pour pou- 
voir exprimer rationnellement tous les autres, c'est-à-dire afin que 
chaque polynôme irréductible f\x), à coefficients rationnels, puisse 
être décomposé en facteurs du premier degré. Lorsqu'on aura trouvé 
ces symboles nécessaires, on devra naturellement les étudier d'une 
manière plus précise; c'est par cette étude que nous terminerons 
ces leçons. 

Un exemple simple d'un problème analogue peut être donné au 
moment de l'introduction des nombres rationnels dans le calcul : 
Supposons qu'on introduise tous les nombres rationnels comme 
solutions des équations du premier degré px -+- a = où p et a 
sont entiers, p étant un nombre premier qui ne divise pas a ; tous 
les symboles ainsi introduits seront distincts, mais on trouvera, ce 
que nous avons déjà indiqué, qu'il suflit d'introduire ceux qui véri- 
fient les équations 

px = i, 

p étant un nombre premier, pour pouvoir les exprimer tous d'une 
façon explicite. 

On peut d'ailleurs pour les nombres rationnels opérer synthéti- 

quement, c'est-à-dire introduire précisément les symboles (- ) et 

montrer qu'ils suffisent ; mais dans le cas des nombres algébriques 
on verra plus loin combien une exposition synthétique parfaite 
serait pénible à cause de la complexité des liaisons qui existent 
entre ces symboles. Nous ajouterons néanmoins ici que cette expo- 
sition résultera naturellement des propriétés de l'ensemble des 
nombres algébriques auxquelles nous parviendrons plus tard. 

Au sujet de cet ensemble, observons qu'un premier pas dans la 
classification de ses éléments peut être fait immédiatement. Les 
nombres algébriques qui vérifient une équation irréductible d'ordre 
n sont dits nombres algébriques d'ordre n, et il est clair que la défi- 
nition précédente est logique, puisqu'un nombre algébrique vérifie 
une équation irréductible et une seule. 

Une autre séparation des nombres algébriques apparaît également 
de suite : 

Soit a o ar B, -|-0,a? w, ~- 1 -+- . . -+-a OT = une équation irréductible 
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d'ordre m à coefficients entiers ; considérons la nouvelle équation 

?(y) = y m + fl iy m_1 + «2û !/ m " s + w\y m ~ z h h ««.ar -1 = °i 

qu'on déduit de la première en multipliant ses deux membres par 
flj 1 " 1 et posant a a? = y. Cette nouvelle équation est évidemment 
irréductible et définit des nombres algébriques de même ordre que 
a précédente ; à chaque racine y* de la seconde équation corres- 
pond d'ailleurs une racine 3*1=— de la première, et réciproque- 

ment. 

Les nombres algébriques qui satisfont à une équation irréductible 
à coefficients entiers, dont le premier terme a pour coefficient l'unité, 
sont dits nombres algébriques entiers. Cette définition nous permet de 
séparer en deux classes les nombres algébriques : ceux qui sont 
entiers et ceux qui ne le sont pas ; ces derniers sont d'ailleurs les 
quotients des premiers par des nombres entiers ordinaires, de sorte 
que si l'on ne s'occupe que des symboles algébriques nécessaires, 
il suffit d'étudier les nombres algébriques entiers^ Il est d'ailleurs 
facile de déduire de toute relation rationnelle entre des nombres 
algébriques une relation entre des nombres algébriques entiers, 
et réciproquement. 

Ajoutons enfin qu'une relation entre des nombres algébriques en- 
tiers ne renfermera pas de nombres rationnels, puisque les seuls 
nombres algébriques entiers du premier ordre sont les nombres 
entiers ordinaires. 

II. — Fonctions algébriques. 

22. Nous avons vu qu'on a, en Algèbre élémentaire, introduit dans 

le calcul, des symboles de la forme ') \'"" > / , f et a étant des 

?(M,...,/) ' y 
polynômes, entiers par rapport aux variables indéterminées a, 6,...,/ 
et à coefficients rationnels. Ces symboles, qu'on appelle fractions 
rationnelles des variables 0, b y ..., /, peuvent être, de la même ma- 
nière que les polynômes à plusieurs variables, regardés comme 
définissant une correspondance entre les nombres rationnels, ou 
encore comme un moyen commode de considérer l'ensemble des 
nombres rationnels qu'on en déduit en remplaçant a, *,...,/ par 
des nombres rationnels déterminés. 
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Le calcul de ces symboles a été défini en donnant k coté de la rela- 
tion identique 

* "êbfnH^ "• 

qui leur sert de définition, les propriétés de deux modes de compo- 
sition : addition et multiplication, de ces symboles avec les poly- 
nômes entiers. 

Il est possible de faire à l'égard des fractions rationnelles la môme 
extension que celle qui a été faite en passant des nombres ration- 
nels aux nombres algébriques. 

Considérons un polynôme entier en ar, a, &, . ., /, à coefficients 

entiers, irréductible dans le domaine d'intégrité [a, b, .., /], et la 

relation 

f(x, a, 6, ...,/) = 0. 

Il n'existe pas de fraction rationnelle en a, 6, . . . , / qui, mise à 
la place de x, conduise à une identité en a, /», . , /, sans quoi 
f(x y a, A,..., /) admettrait le diviseur du premier degré qui la 
définit. On introduira alors dans le calcul de nouveaux symboles 
vérifiant, par définition, cette relation et qu'on supposera se 
composer avec les polynômes suivant deux modes appelés toujours : 
addition et multiplication et possédant les propriétés de ces deux 
modes déjà supposées pour les fractions rationnelles. Ces nouveaux 
symboles sont appelés fonctions algébriques des variables a, 6, ...,/. 

Il est clair que si le degré du polynôme irréductible considéré 

f[x % a, b, . . , /) 

est égal à n, il y aura n symboles qui seront définis simultané- 
ment, et ces n symboles, X t , X 2 , ...,X n , vérifieront, lorsqu'on 
aura divisé le polynôme donné par le coefficient de a? n , l'identité 

faa.b, .. ,/) = (o:-X 1 )(a ? -X 2 ).... (s-X„). 

Ajoutons que l'opération que Ton fait en introduisant ces sym- 
boles, c'est toujours l'extension du système formé par les fonctions 
rationnelles des variables a, 6, . . , / h coefficients rationnels, de 
façon que le polynôme f(x, a } b, ...,/) soit décomposable en fac- 
teurs linéaires dont les coefficients soient des éléments du nouveau 
système. 

On voit donc nettement que l'étude des fonctions algébriques des 
variables a, 6, . . . , / peut se faire d'une façon absolument parallèle 
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il colle dos nombres algébriques, le point do dépari étant l'ensemble 
dos fonctions rationnelles à coeflicients rationnels des variables 
a, A, . . ., / au lieu d'être l'ensemble des nombres rationnels. J'a- 
joute qu'aux nombres algébriques entiers, on peut faire correspondre 
les fonctions algébriques entières de a, b, ...,/, obtenues comme 

les symboles qui annulent un polynôme entier en x, n, b I h 

coefficients entiers, dont le premier coefficient est l'unité. On voil 
d'ailleurs immédiatement que les fonctions algébriques entières du 
premier ordre sont les polynômes entiers en a, 6, . . . , / à coefli- 
cients entiers et que toute fonction algébrique des «,£,...,/ est le 
quotient d'une fonction algébrique entière par un polynôme entier 
en a, 6, . ., /. 

A un autre point de vue, une fonction algébrique des variables 
a, b> . . , / peut représenter une classe de nombres algébriques, 
ceux que Ton obtient en remplaçant a, b, . . ., / par des nombres 
rationnels déterminés. Mais il est bien évident que les nombres algé 
briques ainsi obtenus peuvent être de nature très différente, suivant 
que la décomposition du polynôme à coeflicients déterminés qu'ils 
annulent est plus ou moins complète. La manière dont figurent, dans 
les coeflicients, les indéterminées a , 6, . . , /, n'a pas d'ailleurs une 
influence bien facile à préciser sur cette nature ; ce n'est que dans 
des cas extrêmement simples que la liaison apparaît nettement, et 
nous verrons que dans ces cas la considération des fonctions algé- 
briques n'apporte de simplifications ni à l'écriture, ni à la manière 
d'exprimer les résultats. 

Lorsque nous considérerons des fonctions algébriques de variables 
a, A,..., /, nous les regarderons donc uniquement comme des sym- 
boles définis dune manière analogue aux nombres algébriques et 
nous verrons qu'alors les propriétés des nombres algébriques, rap- 
portées à l'ensemble des nombres rationnels, conduiront immé- 
diatement aux propriétés dos fonctions algébriques, rapportées à 
l'ensemble des fonctions rationnelles à coefficients rationnels de 
a, b, . , /. 

Enfin si on ne considère que les nombres algébriques entiers, 
leurs propriétés se transporteront, mutatis mutandis, aux fonctions 
algébriques entières dans le domaine d'intégrité [a, b, . . ., /]. 

Pour plus de précision et de netteté et afin d'introduire le 
moins d'arbitraires possible, nous commencerons par développer 
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uniquement l'élude des nombres algébriques, nous réservant de 
montrer plus tard comment les choses se passent pour les fonc- 
tions algébriques de plusieurs variables. 

III. — Le théorème de d'Alembert. 

23. Si Ton admet que les hypothèses faites pour définir les nombres algé- 
briques n'entraînent pas de contradiction, ce qui sera démontré plus loin, 
les pages précédentes nous permettent de parler des nombres algébriques 
avec tout autant de liberté que des nombres entiers positifs, et en effet, 
pour nous, les uns et les autres sont uniquement des symboles déterminé* 
dont on connaît les modes de composition qui interviennent dans te calcul, 
c'est-à-dire que ce qu'on appelle calcul de ces symboles, n'est que le déve- 
loppement des deux modes de composition que nous savons étudier. 

Nous ne nous sommes pas encore préoccupés de l'exigence d'objets 
représentés par nos symboles, du moins, pas jusqu'à présent pour les nom- 
bres algébriques ; nous allons le faire maintenant et nous observerons 
que cette existence mettra hors de doute qu'il n'existe pas de contra- 
diction dans leur définition. 

Comme on l'a déjà remarqué, on peut trouver de bien des manières 
di*s systèmes d'objets (ou d'opérations portant sur des objets) en nombre 
illimité et possédant les propriétés suivantes : 

I. — On peut définir pour les objets un mode de composition condui- 
sant de deux d'entre eux d'une manière unique à un troisième, et tel que : 

1° La composition soit associative, commutative et unicoque (le mot 
univoquc est pris ici dans le sens le plus large : deux éléments d'une 
composition étant donnés, le troisième est déterminé d'une manière 
unique); 

2° Il existe un objet d'effet nul dans cette composition : objet nul. 

Cette composition sera nommée addition. 

II. — On peut définir un mode de composition possédant les propriétés 
de la multiplication, c'est-à-dire tel que : 

\o Le mode soit associatif, coinmutatif, unicoque et distributif par rap- 
port à l'addition ; 

2* 11 existe un objet d'effet nul dans la composition : objet unité ; 

3° L'objet d'effet nul dans l'addition joue un rôle singulier; il se repro- 
duit par multiplication avec un objet quelconque. 

On nommera le mode de composition précédent multiplication. 

Lorsqu'on fixe un ensemble quelconque de tels objets, une question se 
pose naturellement : l'ensemble des objets est-il équivalent à l'ensemble 
des symboles? En d'autres termes, peut-on faire correspondre à chaque 
objet un symbole et à chaque symbole un objet de façon que la corres- 
pondance se conserve lorsqu'on exécute sur les objets et les symboles des 
opérations correspondantes? 
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Si les objets sont des grandeurs à signe, on a déjà va qu'on avait la 
représentation des nombres négatifs entiers; si Ton admet de plus leur 
divisibilité en parties égales, on a la représentation des nombres ra- 
tionnels. On peut d'ailleurs représenter également les polynômes à une 
ou plusieurs indéterminées. 

Considérons maintenant une équation irréductible déterminée, 

m = ; 

on peut, dans le système (V objets donne , demander s'il existe ou non des 
racines, c'est-à-dire rechercher s'il y a ou non des objets du système qui, 
composés avec eux-mêmes ainsi que l'indique le polynôme f{x), donnent 
l'objet d'effet nul dans l'addition. 11 est clair que la réponse à cette ques- 
tion dépend du système d'objets qu'on se donne et que la question est plutôt 
du ressort des mathématiques appliquées que des mathématiques pures. 

Le théorème de d'Alembert est une proposition qui permet de répondre 
affirmativement à la question dont on vient de parler, pour certains sys- 
tèmes d'objets, en particulier pour les segments situés dans un plan. 

Considérons en effet les segments situés 
dans un plan, c'est-à-dire des éléments 
ayant à la fois une longueur, une direc- 
tion et un sens ; nous regarderons deux 
segments parallèles de même longueur et 
de même sens comme étant le même 
objet, c'est-à-dire que l'origine d'un seg- 
ment est indéterminée. Le segment nul 
sera celui dont l'origine et l'extrémité coïncident. 

On définira la somme de deux segments OÀ et OB comme le segment 
OC qui a même origine que le premier et même extrémité que le second, 
lorsque l'origine du second coïncide avec l'extré- 
mité du premier. 

Pour définir la multiplication, nous supposerons 
qu'un segment donné OA a été pris comme unité ; 
le produit d'un segment OM par un segment ON 
est alors un segment OP tel que les triangles 
OAM et ONP soient semblables et disposés de 
même. La disposition est définie, on le sait, par la 
succession des éléments : côtés et angles. 

On a supposé dans les définitions précédentes de 
la somme et du produit que les segments considé- 
rés avaient même origine; il est inutile d'ajouter 
que c'est là une hypothèse légitime d'après la défi- 
nition donnée d'un segment, et il serait facile d'éta- 
blir que les opérations ainsi définies satisfont bien 
aux neuf conditions indiquées plus haut. 
Le théorème de d'Alembert peut alors s'énoncer de la manière sui- 
vante : Etant donnée une équation algébrique entière d'ordre n, f{x) =0» 
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dont les coefficients représentent des segments que'conques, il existe tou- 
jours n segments qui la vérifient, c'est-à-dire qui, composés avec eux- 
mêmes et les segments coefficients, comme l'indique le polynôme f{x\ 
conduisent au segment zéro. 

C'est là un théorème de pure géométrie, théorème qui est en outre très 
spécial, puisqu'il faut démontrer un théorème analogue pour chaque en- 
semble d'objets qui peuvent être représentés par nos symboles. 

Remarquons d'ailleurs du théorème de d'Alembert qu'il prouve l'exis- 
tence de n segments dont les fonctions symétriques élémentaires sont 
des segments quelconques donnés à l'avance. Nous verrons plus tard 
qu'en Algèbre, c'est-à-dire dans l'étude des symboles algébriques, il suffit 
d'établir le fait lorsque les segments donnés sont des segments rationnels 
ou entiers, la proposition s'étendant d'elle-même à n segments algébri- 
ques, mais qu'on n'a jamais à considérer des segments quelconques. 

11 arrive en effet généralement que lorsqu'on choisit n segments quel- 
conques, il est impossible de choisir le segment unité de façon que les 
autres soient rationnels ou algébriques. Le théorème de d'Alembert sort 
donc, même avec l'interprétation précise que nous lui donnons, du do- 
maine de l'Algèbre entendue comme l'étude des symboles algébriques. 

Il est presque inutile d'ajouter ici que toutes les démonstrations rigou- 
reuses qu'on a données de ce théorème au point de vue où nous nous pla- 
çons, en particulier celle de Cauchy, peuyent aisément être rendues 
purement géométriques. Nous renverrons le lecteur aux ouvrages connus 
pour vérifier ce point. Nous ne donnerons ici la démonstration du théo- 
rème que dans le cas extrêmement simple où f[x) est du second degré ; 
elle ne fait alors appel qu'à des considérations immédiates de Géométrie 
élémentaire. 

On peut évidemment supposer f(x) mis sous la forme x* — Pi^H-r»» 
Pi et Pi étant des segments déterminés, mais quelconques. Il est clair 

que si l'on pose x = y H- -5 Pi» 1& détermination de y dépendra de la 
relation 

* = *-». 

Mais on sait construire le segment £ l — Pi» dèsignons-le par a ; il restera 
à déterminer le segment y qui vérifie la relation 

y 2 = a. 

On observe que la droite issue de l'origine sur laquelle il sera situé 
est la bissectrice de l'angle formé par le segment a et le segment unité ; 
sa longueur sera d'ailleurs une moyenne proportionnelle entre les lon- 
gueurs des segments a et 1 ; on a appris à la construire en géométrie 
élémentaire. 

Les deux segments r t et — r, qu'on obtient ainsi, vérifient évidemment tous 

deux la relation y* = a ; il suffira de leur ajouter le segment - pi pour 
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obtenir deux segments fi et £, vérifiant la relation x* — pix+pt = 0. 
Le théorème est donc démontre dans le cas du second degré. 



IV. — Les fonctions symétriques. 

24. Il résulte manifestement de l'introduction des nombres algé- 
briques dans le calcul que tout polynôme entier en x de degré nà 
coefficients rationnels, peut s'écrire et d'une seule manière sous forme 
d'un produit de n facteurs du premier degré en x, à coefficients algé- 
briques. 

Si Ton a en effet, en décomposant le polynôme f(x) en facteurs 
irréductibles, ^ = ^^ _ ^ 

on voit que dans f[x), les facteurs du premier degré (x — £) corres- 
pondant aux racines £ de l'équation g(x) = figureront à la puis- 
sance a, les facteurs (x — r t ) correspondant aux racines de A(x) = 
figureront à la puissance p, etc. La théorie de la divisibilité des 
polynômes montre qu'il n'existe pas d'autre décomposition de f(x) 
en facteurs du premier degré. 

La relation f(x) = 0, dans laquelle on ne suppose rien sur la 
réductibilité du polynôme f(x), et lorsqu'on la considère comme dé- 
finissant les nombres algébriques qui la vérifient, s'appelle, comme 
Ton sait, une équation algébrique. Les n nombres algébriques 
Xi, x 2 , . . , x„ dont plusieurs peuvent être égaux et qui vérifient 

l'identité en x, 

f(x) = (x — x,) (x — x,) ... (x — x n ), 

sont dits les racines de cette équation. 

A l'égard de ces nombres on peut observer qu'en décomposant f(x) 
en facteurs irréductibles, il est toujours possible déformer une équa- 
tion qui admette pour racines tous les nombres différents de la suite 
x u x 2 ,. . . , x n \ cette équation est manifestement 
<j(x).h{x) .... l{x) = 0. 

Nous ferons remarquer, néanmoins, qu'il n'est nullement néces- 
saire de décomposer /(x) en ses facteurs irréductibles pour arriver 
à ce résultat et nous allons pour l'établir donner ici une notion 
importante, celle de polynôme dérivé d'un polynôme. 

25. Considérons un polynôme de degré n à coefficients rationnels, 

f{x) = a x n -+- a t x-"" 1 -h ... -h a^ x -h a n , 
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et remplaçons dans ce polynôme x par x -+- h ; nous obtiendrons, 
en ordonnant le résultat suivant les puissances croissantes de A, la 
nouvelle identité en x et A, 

f{ X +h) = f {X )+- l f\x)+^n*)+- + J^ • /*(»), 

f(x), f"{x), . . désignant les polynômes suivants : 
f\x) = na^- 1 H- (n — ifax"-* +■•-*- a„_, , 
f(x) = n(n — l)*!,*""* -H (n — l)(n — S)*!,*»- 8 -+■ .■+î.<i M , 

/*(*) = ii(ii— i)(n-8) 2 1.o . 

On observe que le polynôme /"(x) se déduit du polynôme f\x) en 
opérant sur ce dernier comme on a opéré sur f(x) pour obtenir 
f'{x). On dit que le polynôme f'{x) est le dérivé du polynôme f(x) ; 
le polynôme f'(x) qui est le dérivé de f'(x) sera dit alors polynôme 
dérivé second de f(x), etc. Il convient de remarquer que si les coeffi- 
cients du polynôme f(x) sont entiers, ceux de ses divers dérivés le 
sont également. 

Cela étant acquis, il est clair que si un polynôme f(x) est irré- 
ductible, il est premier avec le polynôme dérivé f\x) ; un polynôme 
irréductible est, en effet, premier avec tout polynôme entier de degré 
inférieur au sien. 

Considérons ensuite un produit de deux polynômes irréductibles 
f{x) et g(x) supposés différents, polynômes qui sont évidemment 
premiers entre eux, et formons le polynôme dérivé du produit 
F(x) = f{x).g{x). C'est, par définition, le coefficient de h dans le 
produit f{x -+- h).g{x -+- À), et comme l'on a 

g{x-hh) = g{x)+-g'(x)+ — gf(x)+ ■■• , 

il en résulte 

F'(x) = f(x).g'{x) + g(x).f'(x). 

On peut affirmer que F(x) est premier avec F'(a?). En effet, pour 
qu'un des facteurs g(x) de F[x) divise f(x) .g\x) -H 9{x)-f'{x), il 
faut et il suffit qu'il divise f(x).g'{x)] or g(x) est premier avec /(.r) 
et avec g\x) ; donc il est premier avec leur produit. 
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La proposition s'étend immédiatement à un nombre quelconque 
de facteurs irréductibles différents, d'où il résulte que : 

Tout polynôme qui n'admet que des diviseurs distincts est premier 
avec le polynôme dérivé. 

Soit au contraire un produit f\x) de « facteurs irréductibles 
identiques ; le coefficient de h. dans l'expression f*{x -t- A), c'est- 
à-dire dans le développement de [f(x) -+- - f(x) h f(x). . a , 

i 1.2 

est manifestement a /■*-'(*) f\x). Comme f(x) et f'(x) sont pre- 
miers entre eux, f*(x) admet avec le polynôme dérivé le plus 
grand commun diviseur f a ~ l {r). 

On conclut de là que fout polynôme F qui, décomposé en facteurs 
irréductibles, a la forme 

F = ^.^... /\ 

admet avec le polynôme dérivé F' un plus grand commun diviseur 

D = f*~ l .g>- 1 ... /*-\ 

et par suite qu'après division de F par ce plus grand commun diviseur 
on obtient un polynôme dont tous les facteurs irréductibles sont 
distincts. 

Il suffira par conséquent pour passer d'une équation f(x) = 
à une équation admettant seulement les racines distinctes de la 
première, de diviser f(x) par le plus grand commun cfiviseur entre 
f(x) et f\x) et d'égaler à zéro le quotient obtenu. 

26. Considérons donc une équation f(x) = . dont toutes les 
racines sont distinctes. 
Si l'on pose 

f(x) = x n — p i x n ~ i + p 2 x n -* ■ • • ± />„, 

on obtiendra entre les coefficients p u p f , ...,p* et les racines 
x l% ..., a*,,, les relations fondamentales bien connues : 

tfi -+- #a H -4- x n = p t , 



3?iJ?2 Xn — pn 



On les énonce en disant que lorsque le coefficient de x" est Punité, les 
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coefficients de P équation sont, au signe près, les fonctions symétri- 
ques élémentaires des racines. 

Nous allons étudier d'une manière plus générale des fractions 
rationnelles de x u x t , . . . , x n symétriques par rapport à ces lettres, 
c'est-à-dire qui ne changent point lorsqu'on y remplace respective- 
ment x,- par Xk et x k par a:,, quels que soient t et k choisis dans 
la suite 1,2, . . . , n. A leur sujet nous établirons sous la seule condi- 
tion que a?!, x 2 , . . . , x n soient des symboles différents capables de se 
composer entre eux et avec les nombres rationnels en suivant les lois de 
r addition et de la multiplication des entiers, les deux propositions sui- 
vantes : Toute fraction rationnelle symétrique de x x , x 2 , . . . , x n à coef- 
ficients rationnels est le quotient de deux polynômes symétriques en 
x iy a? a , . . . , x n à coefficients entiers ; 

Tout polynôme symétrique en x u x t , ...,ar n à coefficients entiers 
peut s'exprimer d'une seule manière comme polynôme entier en p u 
p 2 , ...,p n à coefficients entiers ; p u p 9 , ...,p„ étant toujours les 
fonctions symétriques élémentaires de x u x f1 . . ., x n . 

Soit ^7—^ — 2l " * ' ' n { une fraction symétrique rationnelle irréduc- 
g\x\, Xi, . . .,#„) 

tible, c'est-à-dire telle que les deux polynômes f et g, qu'on peut 

évidemment supposer à coefficients entiers, décomposés en facteurs 

irréductibles, n'aient aucun facteur commun. Je vais montrer que 

f et g sont des fonctions symétriques entières. En effet, d'après la 

f 
définition môme d'une fonction symétrique, - ne doit pas changer 

lorsqu'on échange entre elles deux des lettres x u . . ., ar„, par exem- 
ple x, et x t . On a donc l'identité 

f{xi,x % , ...ar n ) __ f(Xi,Xt, ...g M ) __ f(x x ,Xi, ... x n ) — f{x 2 , ar tt ...#„) 

La différence f(x u ar 2 , . . • , *n) — f{x*, ar n . . . , x n ) est un poly- 
nôme entier en x x qui devient égal à zéro lorsqu'on y remplace x t 
par x 7 ; s'il ne se réduit pas à zéro, il est donc divisible par x t — x t ; 
il en est de môme de la différence 

g(x u x s , . . . , x n ) — g(x 2 , x t , . . . , r n ). 

On peut donc, en supprimant ce facteur commun x x — a? 2 , écrire 
l'identité 
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f et g' étant des polynômes en x u a: 2 , . . ., x n qui sont en ar, et x t 
de degrés respectivement inférieurs aux degrés de f et de g ; or une 

telle identité est impossible puisqu'on a supposé - irréductible. On 

conclut de là que la différence 

f( x i, #2» • • • > *n) — /(X 2 , X u . . . , X n ) 

se réduit à zéro, et comme cela a lieu quelles que soient les lettres 
x lf x 2 choisies, la fonction f est symétrique. Il en sera de même de 
la fonction g. 

La remarque précédente fait voir qu'on n'a besoin d'étudier que 
les fonctions symétriques entières à coefficients entiers de x if a?*,..., x„. 
Soit donc F(x,, x 2 , . . ., x n ) une telle fonction; nous allons mon- 
trer qu'elle s'exprime, et d'une seule manière, comme fonction 
entière à coefficients entiers de p x ,p%, . . ., p„- 

La fonction F est une somme de termes de la forme Axjix}i. . .xj., 
a,, a 2 , . .., On étant des entiers positifs et A un entier ; désignons 
par g un entier positif supérieur à la plus grande des sommes 
«i + «2 + -+«n et faisons dans p u p u . . ., p n la substitution 
Xi = a#*~\ 

Les polynômes en x,, x s , . ..,x n que nous avons désignés par 
Pi, p 8 , . . ., p„ deviendront des polynômes à une variable x, et les 
termes de degré le plus élevé en x seront respectivement dans ces 
polynômes, des termes en 

a**" 1 , a**"**?*" 1 , et a^+f'+^+'-'+f"" 1 . 

Si maintenant nous considérons le polynôme F, le terme 

deviendra Aa^* l ~ i + a «-ifi rn ~*+ , - , -r a if , et d'après la manière même 
dont on a choisi g il n'y a aucune réduction possible entre les 
termes du polynôme à une variable ainsi obtenu. Ces termes corres- 
pondent donc d'une manière univoque et réciproque aux termes de 
F(x 4 ,x 2 , ...,x n ). Or on peut ranger les termes du polynôme à une va- 
riable dans un ordre déterminé, par exemple en l'ordonnant par rap- 
port aux puissances décroissantes de x ; il en sera par suite de 
môme pour F(x t , x 2 , . . ., x n ). Considérons en particulier le terme 
Axjixji a£»; puisque la fonction F est symétrique, elle ren- 
ferme aussi les termes qu'on déduit de celui-là en y permutant d'une 
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manière quelconque les x ; parmi tous ces termes celui qui sera 
rangé le premier sera évidemment un de ceux pour lesquels les 
entiers de la suite a lf <x 2 , ..., a» ne vont jamais en décroissant. Sup- 
posons que ce terme donne le terme de degré le plus élevé du 
polynôme à une variable; nous retrancherons de F(ar,, x i} ...,x n ) 
le terme Apfipji. . . . ./?£«, dans lequel p t , . . . , p„ sont déterminés 
d'une manière unique par les relations 

P»=«l, 
Pn-1 + Pn = «s, 



Pi-Hp,...4-P» = *«, 

c'est-à-dire où Ton a pn_, = <%,-+! — «,, les lettres p t , p s , . . ., p n 
étant remplacées par leur expression en x u ar 8 , . . . , x n . 

On fera ainsi disparaître le terme de F(ar,, :r a ,..., x n ) qui donne le 
premier terme du polynôme à une variable correspondant. Si Ton 

remarque qu'en transformant Ap{ip5« pj" en un polynôme à 

une variable, le terme considéré est celui qui est de degré le plus 
élevé, on voit qu'on a abaissé le degré du polynôme à une variable 
correspondant à la fonction F(a?!, ar 2 , . . . , x n ). 

En opérant sur le polynôme à une variable déduit de 

F— kpbp\t p^ 

comme sur F, et ainsi de suite, on parviendra évidemment et d'une 

seule manière à une expression indépendante des x. On pourra donc 

écrire 

F = SApftpP. pjn, 

et les coefficients du second membre seront manifestement entiers 
en même temps que ceux du premier. 

11 reste à démontrer qu'il n'existe pas une seconde manière de 
ramener F à une fonction entière de p,, p 8 , . . . , p n , c'est-à-dire au 
fond qu'il n'existe pas de fonction entière de p u p,, ...,p n qui soit 
nulle quels que soient les x, sans être aussi nulle quels que soient les p. 
Admettons que l'on ait entre les x l'identité 

SApJipS» pj* = EA'pJtpîJ pf,n. 

La transformation x,- = a* 1 " 1 fera correspondre aux deux mem- 
bres des polynômes entiers en x qui seront également identiques. 
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Considérons le terme Apfipl». ...pj«, qui conduit au terme de degré 
le plus élevé du polynôme en x correspondant et le terme ana- 
logue A!pi*pl* pj« du second membre. 

On aura évidemment, puisque ces termes de plus haut degré sont 

identiques, 

. A = À' 
et ensuite 

Pi^-h hfa"" 1 + <r- 4 H — h Ug° +9 l + - +9*-*) 

= Pi9 n ~ i -+- fw + 9*- 1 ) +■•-*- K(9° ■+■ j 1 -+-••■ + J"'), 

ce qui peut s'écrire 

Prf° "H (P»+ Pn-l)?' H" - "HP» "H Pn-i + - + Pl)^" 1 

= P^° + (P»+ K-i)9i + - -H (Pî. + P;-, -h - + pié- 
cette relation ayant lieu quel que soit g, supposé choisi supé- 
rieur à un certain nombre, on en déduit 

P* = P* i 

P» "+■ Pn-l = Pn 4- Pn-l , 
P»+ --H Pi = ft-H-H-ft, 

c'est-à-dire que les p sont identiques aux p 7 . Le raisonnement se 
continue après suppression des deux termes identiques et la propo- 
sition est par conséquent démontrée. 

La méthode précédente pour le calcul des fonctions symétriques 
est connue sous le nom de méthode de Waring. 

V. — Propriétés générales des nombres algébriques. 

27. Les propositions établies sur les fonctions symétriques de 
x t , # 2 , . . ., x n vont être appliquées à l'élude d'une question qu'on 
peut poser immédiatement après l'introduction des symboles algé- 
briques : Nous avons vu qu'avec les nombres algébriques £i t £„..., *• 
s'introduisaient nécessairement dans le calcul toutes les fractions 
rationnelles de £ t , ? 2 , ..., S„ à coefficients rationnels; il est donc 
intéressant de savoir quelle est la nature de ces éléments, c'est-à- 
dire comment chacun d'eux est lié aux nombres rationnels. 
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Nous allons rechercher d'une manière plus générale la nature 
des fonctions de nombres algébriques donnés que Ton sait définir 
jusqu'à présent, c'est-à-dire des polynômes entiers, des fractions 
rationnelles et des fonctions algébriques ; mais pour plus de préci- 
sion nous nous bornerons à considérer des nombres algébriques 
entiers. Nous avons en effet observé que toute relation entre de tels 
nombres se transforme immédiatement en une relation entre des 
nombres algébriques quelconques, et réciproquement : nous verrons 
d'ailleurs que les propositions auxquelles on parvient ainsi seront 
les généralisations naturelles de celles obtenues dans l'étude des 
nombres entiers ordinaires. 

Désignons par f(x) = une équation irréductible d'ordre n à 
coefficients entiers, le premier d'entre eux étant l'unité, et soit £ 
l'une de ses racines, c'est-à-dire un nombre algébrique entier déter- 
miné d'ordre n ; proposons-nous d'étudier la nature des fonctions 
rationnelles de £, à coefficients rationnels. On sait qu'une telle fonction 
se ramène toujours, à l'aide de la relation /(£) =0, à un polynôme 
entier en 5 à coefficients rationnels, de degré inférieur à n ; il suffit 
donc de considérer ces polynômes et môme les polynômes à coef- 
ficients entiers dont les premiers dérivent immédiatement. Soit donc 
g{%) un polynôme entier en £ à coefficients entiers de degré infé- 
rieur à n ; désignons par £ t = î, £,, £ 3 , . • . , Sn les racines de f[x) 
qui sont distinctes, comme l'on sait. Il est clair que si Ton consi- 
dère le produit 

*(*) = [*-<7(S.)]-[:-<7(£.)] [*-?(*»)] 

étendu à toutes les racines de f{x), ce produit est un polynôme 
entier en z dont les coefficients sont entiers, le premier étant l'unité, 
puisqu'ils sont symétriques en ? t , Ç 2 , . . . , ?„. Or ce produit s'annule 
en particulier pour z = g{\) ; on conclut de là que g(i) est un 
nombre algébrique entier, d'ordre au plus égal au degré de <£, c'est-à- 
dire à n. 

Si l'équation *(z) = est irréductible, on peut affirmer que 
g($) est un nombre algébrique d'ordre n. Sinon, soit <p(z) un facteur 
irréductible de *(z) ; cp(^) s'annule pour une des valeurs de p(£), 
c'est-à-dire que l'équation <?[g{x)] = et l'équation f[x) = 
ont une racine commune. Comme f(x) est irréductible, il en résulte 
que y[g{x)] est divisible par /"(a*), c'est-à-dire en d'autres termes 
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que <p(z) s'annule pour toutes les déterminations distinctes de g(\). 
Il est clair que 0(2) ne peut s'annuler pour d'autres déterminations 
de *, donc tous les facteurs irréductibles de <P(z) sont identiques. 
On a par suite 

*(*) = [?(*)]', 

et si Ton désigne par k le degré de <?(*): n=kp. L'ordre du nom- 
bre algébrique entier g(l) est donc toujours un diviseur de l'ordre de {. 

28. Nous avons reconnu que les polynômes en £ d'ordre inférieur à 
n et à coefficients entiers sont des nombres algébriques entiers de 
différents ordres, ces ordres étant toujours des diviseurs du degré 
de l'équation irréductible qui définit \ ; on dit que l'ensemble de 
ces polynômes en Ç à coefficients entiers constitue un domaine algé- 
brique d'intégrité et l'on désigne ce domaine par [£]. 

Essayons d'approfondir un peu plus la dépendance qui existe en- 
tre les polynômes irréductibles f[x) et y(z) qui s' annulent pour deux 
éléments Ê et g[l) du domaine [{]. 

Admettons toujours que g(l) soit un nombre algébrique entier 
d'ordre k; nous savons que parmi les expressions #({,), g(U), . ., 
<?(£n)> k seulement sont distinctes ; nous pouvons supposer que ces 
expressions sont précisément 

et nous rangerons les autres de telle sorte que l'on ait 

fà) = m, 

sous la seule condition j = i h- mk y m étant un entier quel- 
conque. 

Considérons alors l'équation en S : g(t) — p(£ t ) = ; elle admet 
évidemment toutes les racines £/ telles que j = i h- mk et n'en 
admet pas d'autres. Par conséquent le plus grand commun diviseur 

entre g(x) — g(h) et le polynôme f(x) est le produit JJ.(*— S;) 
dans lequel j = i -h mk. Si nous désignons par h[x, gfc)] ce 
produit, on pourra écrire 

<=* 

Cette formule montre que l'équation f{x) = 0, qui est irréduc- 
tible, admet le facteur A[o?, <;(£,■)] si l'on désigne par g[lï) une racine 
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de l'équation qui définit <?(£), c'est-à-dire une racine de <p(z) = 0. 
On énonce habituellement ce résultat en disant que dans le domaine 
d'intégrité [<?(£)], C équation f[x) = est réductible, ou en d'au- 
tres termes que l'adjonction du nombre algébrique entier g(ï) à l'en- 
semble des nombres entiers permet de décomposer le polynôme f{x) en 
deux facteurs dont Vun est h[x, g(i)]. 

29. Passons à la considération des fractions rationnelles, à coeffi- 
cients rationnels, de nombres algébriques entiers donnés. De telles 
expressions étant le quotient de deux polynômes entiers à coefficients 
entiers, nous commencerons par étudier ces polynômes. Supposons 
donc que {, tj, Ç, ... soient des nombres algébriques entiers qui véri- 
fient chacun Tune des équations irréductibles à coefficients entiers 

équations qui sont respectivement de degrés l,m, n, . . . , et consi- 
dérons un polynôme entier à coefficients entiers P(î,ij,C, ...). 
On peut évidemment l'amener en tenant compte des définitions 
de £, if), î, ..., à ne renfermer ç qu'au degré / — 1 au plus, 
ï) qu'au degré m — 4, etc., sans que ses coefficients cessent 
d'être entiers. Si l'on effectue alors le produit 

on obtiendra un polynôme entier en u dont tous les coefficients 
sont des polynômes entiers en r h Ç, . . . à coefficients entiers, 
sauf le premier qui est l'unité, polynôme qui s'annule pour 
u = P({, îj, Ç, . . .). Désignons par Pi(w, tj, Ç, . . .) ce polynôme et 
formons le produit 



JJlHu***^ •••) 



ce produit ne renfermera plus ni S ni'ij, et s'annulera toujours pour 

* = P(Ê,i), Ç, ...). 

Il est clair qu'on parviendra ainsi à un polynôme entier en u à 
coefficients entiers, le premier étant l'unité, c'est-à-dire que le sym- 
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bole P(£, ï), Ç, . . .) qui annule ce polynôme, est un nombre algé- 
brique entier. L'ordre de ce nombre est d'ailleurs au plus égal au 
produit des ordres des nombres algébriques S, *),£,. .» et il 
serait aisé de montrer qu'il est toujours un diviseur de ce produit. 

On peut donc dire que toute fonction entière à coefficients entiers de 
nombres algébriques entiers est un nombre algébrique entier. 

Toute fraction rationnelle de plusieurs nombres algébriques entiers 

se ramène donc à la forme — » * t et p t étant deux nombres algébri- 

ques entiers que Ton sait définir. Si Ton désignepar p 2 , Pa,-. , P« 
les nombres algébriques conjugués de p, c'est-à-dire les autres 
racines de l'équation irréductible à coefficients entiers que vérifie p, 
on a évidemment 

«i «i-Pi-P» P» 

Pi Pi . Pï • Pa Pn 

c'est-à-dire que — ' est le quotient d'un nombre algébrique entier 

Pi 
par un nombre entier. Toute fraction rationnelle de plusieurs nom- 
bres algébriques entiers est donc un nombre algébrique, qui n'est 
généralement pas un nombre algébrique entier. 



30. Considérons maintenant un polynôme entier en x dont les 
coefficients sont des fonctions entières des nombres algébriques 
entiers £, ij, ï, ... Soit P(a?, £, r,, Ç, ...) ce polynôme; on 
peut se poser à son égard la question déjà posée à l'égard des poly- 
nômes à coefficients rationnels : Existe-t-il des nombres rationnels 
ou algébriques x qui, mis à la place de a:, donnent l'identité 

P(*o> «, i), c t ...) = o. 

Il suffit de se reporter aux raisonnements du paragraphe précé- 
dent, pour conclure, de la relation P(a? , Ç, r M Ç . . .) = 0, une re- 
lation à coefficients entiers : 

R(*o) = 0, 

c'est-à-dire que le nombre x est l'une des racines de l'équation 
R(a) = 0. Il résulte d'ailleurs de la théorie de la divisibilité qu'il 
existe un nombre de racines de l'équation R(x) — égal au degré 
du polynôme P(a?, ?, ij, Ç, ...) qui annulent ce polynôme, c'est- 
à-dire que tout polynôme entier en x, à coefficients algébriques, s'an- 
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nule pour un nombre de déterminations algébriques de x, égal à son 
degré. 

Si Ton suppose en outre que le coefficient de la plus haute puis- 
sance de x dans P(#, ?, tj, Ç, ...) soit l'unité, on voit qu'il en 
sera de môme dans R(a?), c'est-à-dire que les nombres algébriques 
qui annulent le polynôme P(a?, ê, tj, Ç, . . .) dont les coefficients sont 
des nombres algébriques entiers, le premier étant Punité, sont des nom- 
bres algébriques entiers. 

Considérons, par exemple, le cas simple d'un polynôme entier 
en y, dont les coefficients, sauf le premier qui est l'unité, sont des 
fonctions entières à coefficients entiers d'un seul nombre algébrique 
entier S, racine de l'équation irréductible f(x) = 0. Si l'on 
désigne parp(y, £) ce polynôme, on peut se proposer de chercher 
quels sont les nombres algébriques entiers qui vérifient V équation 

g(y, «) = o. 

Nous formerons à cet effet le produit JJ^Cy, &) étendu à toutes 
les racines î t , k, . . ., £„ de f(x) et nous désignerons ce produit, 
qui est un polynôme entier en y à coefficients entiers, par G(y). 
On sait décomposer G(y) en facteurs irréductibles, soit 

G(y) = H'(y).Hï.(j/) 

•a décomposilion obtenue ; la relation 

~n.9(y> «0 = H«(y).Hî-(y) 

montre que l'équation H(y) = admet nécessairement une racine 
au moins de l'une des équations g(y, &) = 0, c'est-à-dire que 
les polynômes H(y) et g(y, &) admettent un plus grand diviseur 
commun renfermant y. Soit rf(y, ?••) ce plus grand diviseur com- 
mun dont les coefficients, sauf le premier qui est l'unité, sont fonc- 
tions entières à coefficients entiers de & ; on peut écrire les iden- 
tités en y : 

H(y) = d(y,Ê0.*(y,?,), 

»(y. y = %•&)•% -W. 

et ces identités conduisant à des relations entières en £,- à coeffi- 
cients entiers sont vérifiées, d'après une proposition connue, par 
toutes les racines de l'équation irréductible f(x) = 0. 
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Il en résulte que H(y) admet nécessairement un diviseur com- 
mun d(y, Ç) avec p(y, S) et que ce diviseur est leur plus grand divi- 
seur commun. On peut donc dire que parmi les racines de g(y, k) = 0, 
celles qui vérifient la relation rf(y, £) == sont des racines de t équa- 
tion irréductible à coefficients entiers H(y) = 0. Si l'on opère de 
môme sur tous les diviseurs irréductibles de G(y), on peut définir 
une fois et une fois seulement les racines différentes de g(y, ê) = 
comme racines des équations 

qui sont de même forme, mais de degré moindre en y, ou comme 
racines d'équations irréductibles à coefficients entiers. 

Faisons remarquer, a ce sujet, que le produit TTd(y, &) étendu 
à toutes les racines de f(x) n'admet que des racines de H(y) = 0; 
ce produit est d'ailleurs un polynôme entier en y à coefficients 
entiers, c'est donc une puissance de H(y). 

En particulier, si les racines des équations <%,&-) =0, 
(i = i, 2, . . . n) sont distinctes, on peut affirmer que l'on a 

. J\d(y,l<) = R(y). 

11 n'existe alors aucune décomposition de tf(y,Ê) en facteurs qui 
soient fonctions entières de £. Si l'on avait en effet 

d(y,l) = d'(y,l).dr( yj i), 

cette identité subsisterait pour toutes les racines de f(x) et Ton 
pourrait en déduire 

c'est-à-dire que H(y) se décomposerait en facteurs à coefficients 
entiers. 

On dit que ce polynôme d(y,S) est irréductible dans le domaine algé- 
brique d'intégrité [?]. Ce domaine se compose, comme on l'a dit 
plus haut, des fonctions entières à coefficients entiers du nombre 
algébrique entier S, et Ton voit que le polynôme d(y, V, n'admet 
pas de diviseurs dont les coefficients soient des éléments du do- 
maine. 
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VI. — Réductibilité dans le domaine algébrique [E]. 

31. Nous avons vu s'introduire, à deux reprises différentes, l'étude 
de la décomposition d'un polynôme entier en y dont les coefficients 
sont fonctions entières d'un nombre algébrique entier E en poly- 
nômes possédant les mômes propriétés. 11 convient d'appeler ici 
l'attention sur l'importance de cette étude, importance qui va résul- 
ter de la recherche de son origine naturelle. 

Considérons l'équation irréductible f(x) = dont E est l'une 
des racines. Nous pouvons supposer qu'on ait commencé l'intro- 
duction des nombres algébriques entiers dans le calcul par celle des 
racines ?,, Et,. . ., E» de cette équation, c'est-à-dire qu'on ait étendu 
les groupes formés par les nombres entiers pour les deux modes : 
addition et multiplication, de façon à ce qu'ils renferment les sym- 
boles Ei, E 2ï . . , E«. Les symboles qu'il est alors nécessaire d'introduire 
avec Ei, Es,. . , En sont nécessairement tous ceux qui résultent d'une 
composition répétée : addition ou multiplication, des symboles 
Ei, E ai . . . , En entre eux ou avec les nombres entiers, c'est-à-dire 
toutes les fonctions entières à coefficients entiers de Ei, Et,. . ., E n . 
On peut dire qu'ils constituent le domaine algébrique d'intégrité 

M,,..., En]. 

Signalons en passant la différence essentielle qui existe, pour 
nous, entre un domaine algébrique d'intégrité [Ei, Es» ... , En] et un 
domaine d'intégrité [a, 6, ... , /] renfermant seulement des variables 
indéterminées, domaine qu'on appelle d'habitude naturel. Les élé- 
ments de ces domaines constituent un groupe, soit par leur addition, 
soit par leur multiplication, mais alors que la table de structure du 
groupe formé des fonctions entières de a, *,..., / dérive uniquement 
desîlois naturelles de l'addition et de la multiplication, la table de 
structure du groupe formé de l'ensemble des fonctions entières à 
coefficients entiers de E M Es, . . . , En nécessite, pour être construite, 
l'usage des n relations fondamentales ajoutées arbitrairement : 

Ei -h Es H hE»=p 4 , 



ElEl ^n — p n . 
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L'introduction dans le calcul, des nombres algébriques Ei, Ei, . . . , E* 
change le caractère de certaines équations irréductibles. On voit en 
effet que des équations, irréductibles dans le domaine des nombres 
entiers, deviennent réductibles dans le domaine [En Ej,..., En] ; en par- 
ticulier celles qui admettent pour racines des fonctions entières à 
coefficients entiers de Et, Et, . . . , E», admettront des diviseurs du pre- 
mier degré. Si Ton veut, par conséquent, continuer l'introduction 
des symboles algébriques en se bornant aux symboles nécessaires, 
c'est-à-dire en n'employant de nouveaux noms et de nouveaux 
signes que pour des symboles qui ne s'expriment pas comme fonctions 
entières de Ei,E 2 , . ., E„, il sera indispensable de savoir décomposer 
un polynôme irréductible g(y) en facteurs qui soient des fonctions 
entières de Ei, Ei, . . ., E* ou du moins de reconnaître si une telle dé- 
composition existe et de la pousser dans ce cas aussi loin que pos- 
sible. On ne s'arrêtera donc que lorsqu'on parviendra à des polynô- 
mes d(y, En Ei,. .., En) pour lesquels il n'existera pas de diviseurs 
entiers en y, Et, Ej, . . . , E» et qu'on appellera polynômes irréductibles 
dans le domaine algébrique d'intégrité [Et, E», ... , En]. 

L'étude de la réductibilité dans un domaine algébrique [Ei, Et, ..., En] 
s'offre donc dès le début comme une chose essentielle à approfon- 
dir pour que l'on puisse constituer synthétiquement l'ensemble des 
entiers algébriques, et de plus, à approfondir avec des moyens déter- 
minés : on ne doit en effet faire usage que des éléments déjà intro- 
duits dans le calcul, c'est-à-dire ceux du domaine [Ei,Ej, • . ., En]. 

32. Faisons en terminant une observation importante. Nous avons 
vu qu'on est conduit à introduire simultanément dans le calcul, 
les n symboles qui vérifient la relation f(x) = 0. 11 n'est pas 
indispensable d'opérer ainsi. Par exemple, on peut se proposer, en 
introduisant dans le calcul les symboles algébriques, d'en introduire 
le moins possible à la fois. Considérons par exemple, l'équation 
f(x) = sur laquelle nous venons de raisonner; nous désignerons 
par E une racine de cette équation, naturellement prise au hasard 
parmi ses n racines, c'est-à-dire un symbole qui, vérifiant la con- 
dition /"(E) = 0, se composera avec lui-môme et avec les nombres 
entiers en suivant les lois de l'addition et de la multiplication des 
entiers, et nous considérerons l'ensemble des symboles qu'on ob- 
tient ainsi, c'est-à-dire le domaine algébrique d'intégrité [EJ. Nous 
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remarquons que le caractère de certaines équations au point de 
vue de l'existence ou de la non existence des racines a changé 
complètement; il existe en effet comme précédemment des équa- 
tions irréductibles dans le domaine des nombres entiers qui ad- 
mettent des racines dans le domaine [£], d'autres qui sans admettre 
de racines se décomposent en équations d'ordre inférieur, etc. Il 
est également indispensable ici, pour continuer l'introduction 
des symboles algébriques sans en introduire de superflus, de 
pouvoir fixer la décomposition de tout polynôme irréductible à 
coefficients entiers, dans le nouveau domaine, c'est-à-dire d'étu- 
dier la réductibilité dans le domaine algébrique d'intégrité [£]. 
Comme précédemment, il est nécessaire de faire cela en n'em- 
ployant que les éléments déjà introduits dans le calcul, c'est-à-dire 
les fonctions entières de 5 à coefficients entiers. A l'égard du do- 
maine [g] nous ferons remarquer qu'a priori il parait beaucoup plus 
simple que le domaine fîi, £,, . . ., ?„]; pour construire en effet les 
tables de structure des groupes que constituent ses éléments, il suf- 
fira de tenir compte d'une seule relation fondamentale , /(£) = 0. 
On peut en outre ajouter que tous les éléments du domaine sont 
distincts, puisque la seule relation rationnelle que vérifie S est la 
relation /"(S) = ; il n'en est pas toujours de môme des éléments 
du domaine [?i, ?t,. ..,&•], c'est-à-dire des polynômes entiers en 
£i, 5î» - • -i En de degré n — i en Ci, et nous verrons que c'est là ce 
qui fait à la fois la difficulté et l'importance de l'étude séparée des 
diverses équations irréductibles, lorsqu'on introduit simultanément 
toutes leurs racines, ce qui est indispensable pour les étudier com- 
plètement. 



CHAPITRE III 
LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 



33. Désignons par f(x) le polynôme irréductible à coefficients 

entiers 

a» — piX»-** ±p n ; 

nous avons vu dans le chapitre précédent que si des symboles 
différents ? M ê s , , £„, possédant les deux modes de composi- 
tion des entiers positifs que Ton appelle addition et multiplication, 
vérifient les n relations 

/•(*,)= 0, (t = i,2, ..., n), 

ces mômes symboles vérifient également l'identité en x 

fl*) = (*-{,)(*-w...(*-y 

ou encore les n relations 

Si = Pi , Sj = /> 2 , . . . , S„ = p nï 

lorsqu'on désigne par Si, S*, ..., S n leurs fonctions symétriques 
élémentaires. Il est visible que, réciproquement, lorsque des sym- 
boles différents r iU tj,, . . ., 7) n , possédant les mêmes modes de com- 
position, vérifient ces dernières relations, Ton pourra écrire l'iden- 
tité en x 

f(x) = (x — ijj)(ar — r i2 ) . . . (x — r m ), 

et si Ton observe enfin qu'un polynôme entier à coefficients entiers 
ne peut être décomposé en facteurs du premier degré x — a? n , où les 
xt possèdent les modes de composition indiqués plus haut, que 
d'une seule manière, on en conclura qu'à tordre de leurs éléments 
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près, les deux suites £ t , ? t , . . ., ^ et T) t , t) S , . . ., 7) n sont identiques. 
Nous pourrons par conséquent, en faisant abstraction de cet ordre, 
qui dépend uniquement des notations adoptées, lesquelles ont été 
choisies arbitrairement, regarder les £ comme assujettis simplement 
à posséder les deux modes de composition déjà spécifiés et à véri- 
fier les n relations 

Si = pi , S s = p t , ... S„ = p». 

C'est de là que nous partirons pour établir que le calcul des 
symboles ? est déterminé d'une manière unique et ne renferme 
point de contradiction. On a déjà fait observer qu'il est indispen- 
sable pour cet objet de savoir former toutes les conséquences des 
relations de définition ; ajoutons ici qu'il n'y a évidemment lieu pour 
nous de considérer que celles de ces conséquences qui se déduisent 
des relations données par l'application des deux seuls modes de 
composition des ? que nous avons définis. Nous sommes ainsi 
amenés à rechercher toutes les relations entières en £ t , £,, ...,£„ à 
coefficients entiers qui se peuvent conclure des relations 

Si = Pi, S 2 =ps, ... S n = p n . 

Nous étudierons dans ce chapitre le problème plus général qui 

consiste à rechercher toutes les relations entières en x t , x f , . . ., x n 

h coefficients entiers qui résultent nécessairement de p relations 

données : 

F 4 (ar,, ar s , ..., x n ) = 0, 

Fifo, * 2 , ...,ar n ) = 0, 



F*(a?i,a?„ ..., x n ) = 0, 

dans lesquelles les F sont des polynômes à coefficients entiers et 
les x des symboles qui se composent, entre eux et avec les nom- 
bres entiers, par addition et multiplication en suivant les lois de 
composition des nombres entiers. 11 nous semble inutile de rappeler 
qu'il en résulte que les polynômes entiers en x u .a? 2 , . . ., ff n à coeffi- 
cients entiers se composent alors entre eux de la môme manière. 

Enfin, parmi les divers systèmes de relations que Ton peut ainsi 
former, nous insisterons plus particulièrement sur ceux qui déter- 
minent les symboles x u x %y . . ., x n . Nous voulons dire par là que 
lçs relations données n'étant point contradictoires, aucun des sym- 
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boles x,, x 2 , . . . , x n ne peut être choisi d'une façon arbitraire dans 
un ensemble de symboles connus, par exemple parmi les nombres 
entiers ; nous donnerons à ces systèmes le nom de systèmes d'équa- 
tions à solutions déterminées. 



I. — Les équations linéaires. 

34. Examinons d'abord un cas très simple, dont la solution sera 
cependant fréquemment appliquée dans la suite ; ce cas est celui 
dans lequel tous les polynômes F t , F s , . . . , F, sont du premier degré 
par rapport à chacun des symboles x l9 x t , . . ., x w et aussi par rapport 
à leur ensemble; on dit qu'ils sont linéaires en x u a? 2 , . . . , x n . 

Le système d'équations donné a par conséquent la forme 

Fi = ai, 1 ar 1 -ha, |2 a? 2 -h...+a lin ar n -h6 1 =0, 
F 8 = a^iSi-t-a,,***-!-... -ha*, n x n +6j = 0, 

(I) 



F p = a ;M a?i -+- a pA x t 4- ... H- a Ptt ^ n -f- b p = 0. 

Nous y supposerons en premier lieu p = n, c'est-à-dire le nombre 
des relations égal au nombre des symboles x qui y figurent. 
Considérons un nouveau symbole z lié aux x par la relation 

z = WjXj-h u&i H h u„x n , 

dans laquelle les u sont des nombres entiers dont on ne fixe pas 
d'abord la détermination, mais que l'on ne supposera jamais nuls 
simultanément, de sorte qu'il n'y a réellement que n — i des 
u qui sont indéterminés ; on peut regarder l'ensemble des relations 
données et de la nouvelle relation 

F n4 -i = UiXt H h u n x n — z = 

comme un système de (n-+- i) relations entre les (n -h 1) sym- 
boles x u x iy ...,a?„ etz; c'est sur ce système que nous allons 
raisonner. 

Si nous supposons connue la théorie des déterminants, ce qui est 
légitime puisque cette théorie s'établit indépendamment de nos 
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considérations (*), nous observons que ces (n+i) relations expri- 
ment simplement que les éléments de la dernière colonne du déter- 
minant D : 

a ltl a,, 2 . . . a Un b t 

à, 



D = 



a*,i «2,2 



0«,n 



«i 



U 2 



sont une môme fonction linéaire et homogène des éléments corres- 
pondants des n premières. Le déterminant D est donc égal à zéro, 
et en le développant suivant les éléments de la dernière ligne on a 

AZ = A,!*, -h A 2 Wj-|- h A n u n , 

A, Aj, . . ., A n étant des déterminants qu'il est facile de former. 

Le déterminant A est un nombre entier déterminé, supposons-le 
différent de zéro ; il résultera de là que quelles que soient les déter- 
minations entières que Ton donne aux u , z sera un nombre rationnel 
déterminé. 11 suffit en outre de remarquer qu'en remplaçant w,- par 
m -h A on doit obtenir une identité en h pour déduire de cette 
même relation en z, les n relations 

(U) A* t = A t , Ax 2 = A 2 , . . . , Ajr n = A n , 

qui expriment que les x sont également des nombres rationnels 
déterminés. 

Considérons ces n relations (II) qui sont, d'après notre raisonne- 
ment, des conséquences nécessaires des relations données; il est 
facile de voir qu'elles sont simplement des combinaisons linéaires 
à coefficients entiers de ces dernières. On a en effet identiquement 

ïXi—ïi = Ai rf Fi -h Ai.iFi -4- .-. -H A W|i F„ , 

en désignant par A llt , A 2 , t -, . . . , A»,,-, les coefficients des éléments de 
la colonne de rang i dans le développement de A 



fli.Ai,,- 



Qn,i*n,i- 



(*) L'emploi des déterminants n'est d'ailleurs nullement indispensable ici ; nous 
l'adoptons uniquement parce qu'il permet d'arriver d'une manière commode à 
des résultats mis sous une forme élégante. 

THÉORIE DES NOMBRES 13 
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Nous allons montrer qu'à un facteur près égal à A, la réciproque a 
lieu et par conséquent que les relations données entre les x sont 
également des conséquences nécessaires des relations (II). 
Si Ton considère, en effet, les égalités 

(*=1,2, ...n), 

qui expriment une propriété bien connue du déterminant D, elles 
permettent d'écrire les identités en x n x 2 , . . ., x n 

AF* = flic^Atfi — Ai) H H- a kin (\x n — A n ) 

(A =1,2, ...n), 

et, comme nous supposons A différent de zéro, on pourra déduire 
des relations (II) les relations données 

F* = (4 = 1, 2, ...,n). 

Les systèmes (I) et (II), dans le cas où A est différent de zéro, 
conduisent par suite aux mêmes conséquences relativement à a^, x 2 , . . x n \ 
on dit de deux systèmes qui possèdent cette propriété qu'ils sont 
équivalents. 

35. La connaissance du cas où a est égal à zéro résulte de 
l'étude du cas général où le nombre p des équations n f est pas néces- 
sairement égal au nombre n des symboles x n # a , . . ., x n . Nous sup- 
posons bien entendu pour cette étude que tous les coefficients 
«i\*(* = 1, 2, . . ., jo, k = 1, 2, . . ., n) ne sont pas nuls, sans quoi 
les symboles x„ . . . , x n disparaîtraient des équations données. On 
peut alors affirmer que tous les déterminants quon peut former avec 
les coefficients de r symboles pris dans r équations quelconques, ne sont 
pas nuls quel que soit r, puisque pour r = i ces déterminants 
sont les coefficients a,,*. Il existe donc un nombre entier positif r, 
au plus égal au plus petit des nombres n et /?, tel que tous les dé- 
terminants d'ordre supérieur à r, formés comme il vient d'être dit, 
sont nuls, l'un au moins des déterminants d'ordre r étant différent 
de zéro. Nous désignerons par A ce déterminant d'ordre r et nous 
l'appellerons déterminant principal. 

Considérons les r équations qui ont conduit à ce déterminant A ; 
nous pouvons toujours supposer, en changeant les notations, que 
les r symboles dont les coefficients figurent dans A sont précisé- 
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ment x„ x„ . .., x r . Il est alors clair que Ton peut remplacer ces 
r équations par le système équivalent 

(III) AX* = ài^Xr+t 4- • • • + H Un X„ + A, 

(1 = 1,2, ...,r), 

dans lesquel les A l}n+A sont des déterminants dont la composition 
est immédiate. Envisageons maintenant les p — r équations qui 

restent 

F a = a^^ 4- a 9ti Xi h -h a a , n x„ 4- 6 a = 

(a = r-+-i, ... , p); 
il résulte de l'expression obtenue plus haut pour 

MjXi 4- WjJCj 4- ... -h UnX nt 

que Ton peut écrire la relation 

M\ = C a , 
en désignant par C a le déterminant 

ai.r-Hl Xr+i-\ l" a l,n X n + ^i 



fl..r_Ul 3?r-Ul 4 h 0a.n 3?» 4- * a 



obtenu en bordant A d'une ligne et d'une colonne, déterminant qui 
se réduit manifestement à 

61 






<**,! 



d'après les hypothèses faites pour définir a. Ce résultat pouvait 
d'ailleurs s'obtenir immédiatement en tenant compte des équa- 
tions (III). 

Les déterminants C a que Ton vient de former sont appelés déter- 
minants caractéristiques. On voit que si tous ces déterminants sont 
nuls les (p — r) équations F a = sont des conséquences néces- 
saires des équations (III); le système des équations données est donc 
équivalent au système (III) formé seulement de r équations. 

Si, au contraire, les C a ne sont pas tous nuls, il est impossible 
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que les relations (III) et les relations F a = aient lieu simulta- 
nément ; les équations données sont donc contradictoires avec les con- 
ditions imposées aux symboles x it ar s , . . ., x n ; on dit aussi quelque- 
fois qu'elles sont incompatibles. 

36. 11 est bien clair que dans le cas où tous les G« sont nuls, si 
nous choisissons pour x r + u . . ., x n des nombres rationnels arbitrai- 
res, les r équations (III) expriment que x ly x u . . ., x n sont des nom- 
bres rationnels bien déterminés. On obtient d'ailleurs ainsi tous 
les systèmes de nombres rationnels qui vérifient les équations 
(III). 

Nous dirons, pour mettre ce fait en évidence, que le système (III) 
présente une indétermination d'ordre (n — r) ou encore que ses 
solutions sont (n — r) fois indéterminées, en appelant solution 
du système tout ensemble de nombres rationnels qui, mis respecti- 
vement à la place de x u x t , . . ., #„, transforment les relations (III) 
en identités. 

Nous ferons également observer ici, dans le cas particulier de n 
équations entre n symboles x t pour lesquelles les b sont tous nuls, 
c'est-à-dire dans le cas de n équations homogènes, que lorsque le 
déterminant des a itk n'est pas nul, les nombres rationnels qui sont 
définis d'une manière unique par ces équations sont tous nuls 
et que lorsque le déterminant des a*,* est nul, il existe certaine- 
ment d'autres solutions. On conclut de là la réciproque d'une pro- 
position bien connue de la théorie des déterminants, réciproque 
qu'on peut énoncer ainsi : si un déterminant est nul, les éléments de 
chacune de ses lignes vérifient une même relation linéaire et homogène., 
dont les coefficients ne sont pas tous nuls. La même proposition a lieu 
pour les colonnes. Nous aurons, plus loin, l'occasion d'utiliser cette 
remarque. 



II. — Résultant de deux polynômes. — Discriminant. 

37. Avant d'aborder des cas plus complexes, il est commode de 
résoudre une question dont la solution sera utilisée dans leur étude. 
C'est ce que nous nous proposons de faire maintenant, en insistant 
môme un peu plus qu'il ne le serait strictement nécessaire pour les 
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applications ultérieures, à cause de l'intérêt que présente la ques- 
tion en elle-même. 

On considère deux polynômes entiers en a\ de degrés déterminés m 

et p : 

f{x) = x m 4- a t x m - x H h a m , 

g(x) = x» -h M*"" 1 H H bp, 

ayant comme coefficients des entiers dont on ne fixe pas d'abord la dé- 
termination ; on demande de former des relations nécessaires et suffi- 
santés que devront vérifier ces entiers pour que les polynômes aient un 
plus grand commun diviseur de degré déterminé, q. 

Si les polynômes f(x) et g{x) ont un plus grand commun diviseur 
D(x), de degré ç, on peut écrire les identités en x: 

f(x) = D(x).f l (x), 

g(x) =— D{x).gi(x), 

dans lesquelles f A {x) et g t (x) sont des polynômes entiers en x, à 
coefficients entiers, de degrés respectivement m — q et p — q 
et dont on peut supposer les premiers coefficients égaux l'un à 
-+- i l'autre à — 1. On déduit de là la nouvelle identité 

/(*)-0i(*) -*- /ifa) -.?(*) = 0- 

Inversement, si f t (x) et g^x) sont des polynômes de degrés 
m — q et p — q vérifiant l'identité 

f{x).gi(x)-hfi{x).g{x) = 0, 

il existe entre f(x) et g{x) un plus grand diviseur commun de degré 
au moins égal à q. En effet, dans le cas où f\(x) elg^x) sont pre- 
miers entre eux, l'identité précédente montre que g x (x) est un divi- 
seur de g(x) 9 et si Ton écrit 

g{*) =— si(*).D(*), 

D(ar) étant de degré 9, il en résulte f(x) = — f\[x). D(#), ce qui éta- 
blit la proposition. Si, au contraire, fi(x) et g^x) ont un plus grand 
diviseur commun de degré r, on a, en désignant par f % [x) et g % (x) 
leurs quotients par ce diviseur, la nouvelle identité 

f(x).g*{x) + ft{x).g{x) = 0, 

qui exprime que f(x) et g(x) ont un plus grand commun diviseur de 
degré q -+• r. 
Nous sommes ainsi ramenés à chercher des conditions nécessaires 
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et suffisantes pour qu'il existe des polynômes en x, de degrés respecti- 
vement m — q et p — g, vérifiant V identité 

Posons, d'une manière générale, 

fi{x) = «i* m ~ l -H o*r m - 8 H h «m, 

gx[*) = Pi**" 1 -+- M^ 8 H h- p„ ; 

on aura l'identité en x 

/i(*)-0i(*) + A(*)-S<*) = .ftFi-hftFi + " +P^4-a wl G m -h- + a 1 G 1 , 
dans laquelle F, et G* désignent respectivement les polynômes 



x^f{x) 



et 



Y*)- 



Considérons maintenant le déterminant R, d'ordre m+p, 
formé avec les coefficients des m-\-p polynômes F t , ..., F,, 



Gm, ..., Gi, dont le degré en x est au plus égal à 
on a 
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Nous observons que l'identité en x 

ftF.H Hp,F,4-«mG m 



■ a 1 G, = 
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exprime simplement qu'il existe entre les éléments y u y s , ..., y^.», 
de chaque colonne du déterminant R, la relation linéaire et homo- 
gène 

Ptfl H h ? P y P -h «mV^-hl H H «lyp-M, = 0, 

et par suite que ce déterminant R est nul. Réciproquement, lors- 
que R est nul, il existe entre les éléments de chaque colonne de R 
une même relation linéaire et homogène dont les coefficients ne 
sont pas tous nuls ; on peut donc écrire l'identité en x 

fcFiH h fc^-h a m G m n hcnGt = 0, 

en désignant par Pi, . . . , Pj,, * m , • . . , *i les coefficients de cette re- 
lation. Faisons remarquer qu'il résulte de ce que les coefficients 
des plus hautes puissances de x, dans les F et les G, sont tou- 
jours égaux à l'unité, que si pi est le premier des p qui soit diffé- 
rent de zéro, a;, qui est égal à — p,-, est nécessairement différent 
de zéro et c'est le premier des a qui n'est pas nul. L'identité écrite 
exprime dans ce cas que le plus grand commun diviseur de f(x) 
et g (x) est au moins de degré t. 

Nous pouvons conclure de ce qui précède que la relation R = 
est nécessaire et suffisante pour que les polynômes f[x) et g{x) aient 
un diviseur commun. 

38. Proposons-nous de chercher des conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que le diviseur commun soit au moins du second de- 
gré, c'est-k-dire pour qu'il existe une identité en x: 

P1F1 + .-•-4-p ? F J ,-*-« m G m H M,G 2 = 0. 

Une identité de cette forme, lorsqu'elle existe, exprime en parti- 
culier que les éléments y 2 , y 3 , ..-, Vp-^m-i de chaque colonne du 
déterminant Ri, qu'on obtient en supprimant dans R les lignes et 
les colonnes extrêmes, sont liés par la relation 

p 2 y 2 h- • • • 4- P^y, -+- *my P -M h h « s yiH-m-i = 0, 

et par suite que le déterminant Ri est nul. 

Inversement, si l'on a Ri = 0, il existe des coefficients non 
tous nuls, p«, . . . , p p , «m, . . . , «s, tels que l'on ait pour chaque 
colonne de Ri la relation 

P*yt + •••-+- P^-h «my^-i -4- • • • + « 2 yp-H»-i = o. 
Formons avec ces coefficients l'expression 

P,F 8 -h...-hp„F p H-« m G m H- ... -t-«,G, ; 
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elle se réduira visiblement à la combinaison indépendante de x : 

Mais si nous supposons que Ton a également R = 0, c'est-à- 
dire qu'il existe un diviseur commun à f(x) et à g(x), cette expres- 
sion sera nécessairement égale à zéro. On aura donc l'identité 

p 2 F 2 -h ... + p,F,-4- a m G„ -+- . . . +»ïG, = 0, 

et par suite f(x) et g[x) admettront un diviseur commun qui sera 
au moins du second degré. 

tes relations R = 0, Ri =0 donnent ainsi des conditions néces- 
saires et suffisantes pour V existence dun diviseur commun à f[x) et à 
g(x) dont le degré soit au moins égal à 2. 

La proposition peut d'ailleurs s'étendre facilement ; il suffit de la 
supposer démontrée lorsque le diviseur commun est de degré au 
moins égal à q, pour qu'on puisse l'établir, en appliquant le rai- 
sonnement précédent, dans le cas où ce diviseur commun est au 
moins de degré q + i. Si Ton désigne par Ri le déterminant 
d'ordre m -+- p — 2i que l'on obtient en supprimant dans R, les 2î 
lignes et les 2i colonnes extrêmes (les t premières et les t dernières), 
on peut donc dire que les relations 

R = 0, R, = 0, . . . R,_i = 

sont nécessaires et suffisantes pour que les polynômes f[x) et g(x) 
aient un diviseur commun de degré au moins égal à q. 

Il est aisé de donner, lorsqu'on fixe son degré, l'expression du 
plus grand commun diviseur des deux polynômes f(x) et g(x). 
Considérons, en effet, la suite des déterminants R 1? R 2 , ..., % 
dont chacun se déduit du précédent par suppression des lignes et 
des colonnes extrêmes ; nous désignerons par 

"i-H,t««»'i Rj>,h A m ,,-,..., A,_j_i,j 

les coefficients des éléments de la dernière colonne de R, dans le 
développement de ce déterminant. 
On a évidemment les identités en x : 

B 2>1 F 2 -t-... -4- B^iFy-h A m ,iG m H- ...-H A 2 ,iG 2 = R t x-|- St.i, 

B 3 , 2 F 3 h- ... -j- B^, 2 F p -h A m , 2 G m -h . . . -h A 3(2 G 3 = R^ 1 4- S ll2 a? -}- S Sl2 , 

Bi+uFf+rH. • •B p ,iF^-A m , ll G m H-. . .+À, 4 . W G,=R,*M-S lil a*- | +. . .-h S,„-, 
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dont le nombre est le plus petit des entiers m et p. Les coefficients 
S*,j qui figurent dans les seconds membres, sont des déterminants 
qu'on déduit de R, en y remplaçant simplement les éléments de La 
dernière colonne par les éléments correspondants de la colonne de 
R, dont le rang surpasse de k celui de cette dernière colonne 
de R,. 
Ces identités montrent immédiatement que si l'on a 

R=0, Ri = 0, ..., Vi=0, 

mais non R 9 = 0, le degré du diviseur commun qui est au moins 
égal à q ne peut surpasser q. Il existe donc dans ce cas un plus 
grand diviseur commun de degré q, qui, à un facteur près indépen- 
dant de x y est nécessairement le polynôme 

R^+V-' + .-. + V 

39. Le déterminant R, que nous avons appris à former, et qui, 
lorsqu'on régale à zéro, donne la condition nécessaire et suffisante 
de l'existence d'un diviseur commun à f(x) et à g(x), est appelé le 
résultant de ces deux polynômes. Nous nous bornerons à en signa- 
ler maintenant deux propriétés importantes. 

La première est exprimée par l'identité 

B 1 F,-h..-|-B^-hA m G m -h...-}-A 1 G 1 = R, 

dans laquelle nous avons désigné par B t , ..., B p , A m , ..., A t les 
coefficients des éléments de la dernière colonne du déterminant R 
dans le développement de ce déterminant ; on l'énonce en disant 
que le résultant R est une combinaison linéaire des polynômes 

f{x) et g{x). 

La seconde, d'une nature toute différente, est relative à la consti- 
tution de R considéré comme polynôme en a u a u ..., a m , b u 
6 2 , ... » b p : Lorsqu'on remplace dans R les symboles a t et b k respec- 
tivement par a*X* et b k \ k pour toutes les valeurs de i et £, on obtient 
un monôme en X de degré mp. 

Envisageons en efîet le déterminant par lequel nous avons exprimé 
ce résultant ; il est clair qu'il suffit de multiplier respectivement par 
X, X J , ..., X?, X m , X™- 1 , ..., X les éléments des lignes de ce déter- 
minant prises dans leur ordre naturel, pour que la colonne de rang 
r soit uniquement formée d'éléments de degré r par rapport à X. 
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On obtient donc ainsi un monôme en X de degré égal à la somme 

I + 2 -h . . • -h (m -+- p), c'est-à-dire de degré ( m + P)i m + P- { \ 

2 

et si Ton remarque qu'on a multiplié R par une puissance de X 
d ordre égal à *-^-- — - h ' , 1 on pourra en conclure que R 

Z 2 

était un monôme en X de degré égal à 

(m + p)(m + p-l) p(p — 1) ro(m — 1) 
2 2 2 ' 

c'est-à-dire de degré égal à mp. C'est précisément la proposition 
annoncée. 

Une autre propriété du résultant se laisse facilement déduire de 
là. Nous supposerons pour rétablir que les polynômes f(x) et yurj 
sont décomposables en facteurs du premier degré ; nous voulons 
dire par là qu'on a les deux identités en x 

f[x) = {x — y t )(x — y t ) ... [x — y m ), 

g[x) = (x — *!)(* — s,) . . . (x - z p \ 

dans lesquelles les y et les z désignent des entiers dont on ne fixe pas 
la détermination. Les a et les b sont alors, au signe près, les fonctions 
symétriques élémentaires des y et des z, et si Ton remarque que a, 
et b { sont précisément de degré i par rapport à l'ensemble des 
lettres y et z, on peut en conclure, en se reportant à la démons- 
tration précédente, que le résultant R est un polynôme entier par 
rapport aux y et aux z, dont les coefficients sont entiers et le de- 
gré par rapport à l'ensemble de ces lettres égal à mp. Il est aisé 
de donner l'expression de ce polynôme. Si nous observons, en effet, 
que lorsqu'on remplace yt par z A , quels que soient d'ailleurs i et 
A, les deux polynômes f(x) et g(x) ont le diviseur commun ar— z*, 
on voit que le polynôme R est nécessairement divisible par y,- — z*. 

II ne peut donc différer du produit JJ JJ (y,- — z k ) que par un 

facteur indépendant des y et des z, et l'on s'assure immédiate- 
ment parla considération du terme aj, ou du terme 6j? que ce fac- 
teur est, au signe près, égal à l'unité. 
Nous pouvons donc écrire en faisant abstraction de ce signe 
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i=m k=.p 

r = n^»*) ° a bien r = (- 4)"'jj/ï**) ; 

c'est en ces identités que consiste la propriété annoncée. 

Passons à l'examen d'une forme particulière du résultant que l'on 
obtient dans le cas où l'un des deux polynômes f(x) et g(x) est le 
dérivé de l'autre. Soit par exemple 

f[x) = x m -+- dix™- 1 -t- . . • -f- a m , 

g(x) = f\x) = mx m - 1 -h (m — i)a,T m - 1 M h<!«-i ; 

le résultant des polynômes f(x) et f'{x) est, au facteur m m près, un 
polynôme entier en a t , <z 2 , • i «m à coefllcients entiers dont tous les 
termes sont en X dedegréégal à m[m — 1), lorsqu'on y remplace a, 
par a^X* ; on le nomme discriminant du polynôme /"(j:) et on le dé- 
signe habituellement par ty. Il résulte immédiatement de la défini- 
tion du résultant que la relation V = exprime la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il existe un diviseur commun à f{x) 
et à f(x) et par conséquent aussi pour que le polynôme f{x) pos- 
sède des diviseurs multiples. Nous savons donc décider, par le seul 
examen du discriminant, c'est-à-dire sans rechercher le plus grand 
commun diviseur à f(x) et /"'(a?), si tous les diviseurs irréductibles 
de f{x) sont ou non distincts. 

Le discriminant du polynôme f(x) prend également une forme 
particulièrement simple et que nous devons signaler, lorsque ce po- 
lynôme est un produit de facteurs du premier degré. Supposons en 
effet que l'on ait l'identité en x : 

f(x) = {x — Xi)(x — Xi) . . (a? — a? m ), 

dans laquelle x u a?,, ..., x m désignent des entiers indéterminés. Une 
propriété du résultant, que nous venons d'établir, nous permet 
d'écrire 

i=m 

et si nous observons que l'on a 

f(Xi) = (Xi — Xi) . . . (xt — X^Xi—Xi+t) . . . (Xf — Xj, 

nous en conclurons l'identité 
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L'expression du discriminant ainsi obtenue peut encore être 
simplifiée en associant les facteurs x { — xk et Xk—xi, qui ne 
diffèrent que par le signe, et nous parvenons ainsi à l'identité 



m{m— 



r [nn («*-»»)]. 



à laquelle nous nous arrêterons. Elle nous montre que le discrimi- 
nant est à la fois une fonction symétrique entière à coefficients 
entiers des lettres ar t , x % , ..., x n et le carré d'une fonction entière à 
coefficients entiers de ces mêmes lettres (*). 

40. Il convient, avant d'abandonner la question, d'appeler l'atten- 
tion sur la signification des résultats acquis dans la recherche des 
conditions de l'existence d'un diviseur commun à f(x) et à g(x), de 
degré déterminé, au point de vue même où nous nous sommes pla- 
cés au début de ce chapitre. 

Ce problème nous a en effet conduits à un système de relations : 

R = 0, 

Ritf + S lf t = 0, 
R*r 2 -t-S 1 ,*r- r -S s , î = 0, 



qui sont toutes des conséquences nécessaires des relations 

fl*) = 0, <?(*)= 0, 
et si nous observons que nous n'avons fait usage pour l'obtenir que 
des propriétés de deux modes de composition des coefficients 
ou ..., a m , b u ..., b p entre eux et avec les entiers positifs, nous 
pouvons ajouter que les résultats acquis sont démontrés sous la seule 
condition que l'on conserve ces deux modes de composition. C'est là une 
remarque dont nous aurons bientôt à nous servir. 

(*) II n'est pas inutile d'observer que cette proposition, ainsi d'ailleurs que la 
proposition analogue établie à l'égard du résultant dans un cas particulier, sera 
démontrée pour tous les polynômes dès qu'on aura établi la possibilité logique de 
définir les nombres algébriques ainsi que nous l'avons fait. 



SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 208 

Le système que nous venons d'écrire possède en outre des pro- 
priétés remarquables qu'il serait intéressant d'approfondir. Nous 
nous bornerons à signaler la suivante, dont la démonstration est 
immédiate dès qu'on a établi que le résultant R considéré comme po~ 
lynome en a u à 8 , . . . , a m , 6 lf 6*, . . . , b p est irréductible : lorsqu'on 
suppose R t différent de zéro, les deux premières relations : 

R = 0, 
R,x 4- Si,i = 0, 

forment, vis-à-vis des symboles a h a*, ..., a™, b if 6*, ..., b p et a:, un 
système équivalent au système des deux relations 

A*) = 0, g(x) = 0. 

III. — Systèmes d'équations en x et en ty. 

41. Nous allons maintenant aborder l'étude des systèmes d'équa- 
tions renfermant deux symboles x et y et pour plus de netteté nous 
commencerons par le cas où le nombre des équations est précisément 
égal à deux. Il s'agit par conséquent de rechercher toutes les rela- 
tions entières en x et en y k coefficients entiers qui sont des consé- 
quences nécessaires des deux relations 

j F(*, y) = o, 

j Q[x, y) = 0. 
Remarquons immédiatement que si l'on a identiquement 

F(a?, î /)=F 1 (x,y).F 2 (x, y), 

Fi et F 2 désignant également des polynômes à coefficients entiers, 
qui renferment ou non les deux symboles x et i/, les conséquences 
nécessaires des relations (1) sont ou bien des conséquences néces- 
saires des relations 

V I G(x, y) = 0, 

ou bien des conséquences nécessaires des relations 

F t (x, y) = 0, 



m l G!*, v) = ». 

Réciproquement, les relations (II) ou les relations (III) entrai- 
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nent nécessairement les relations (I), en sorte que le système (I) 
est équivalent, dans le sens donné plus haut à ce terme, à l'en- 
semble des systèmes (II) et (III). On peut donc se borner à considérer 
des systèmes de la forme (I) dans lesquels F(ar, y) et G(x, y) seront 
des polynômes irréductibles ; c'est ce que nous ferons effectivement. 

Supposons par conséquent F(ar, y) et G(x, y) irréductibles et diffé- 
rents, de telle sorte que le système (I) renferme bien deux équa- 
tions ; nous désignerons par X le degré maximum de F par rapport 
à l'ensemble des lettres x et y (ce qu'on appelle quelquefois la 
dimension maximum de F) et par \i le nombre analogue relatif à G. 

Nous allons, en suivant une méthode déjà employée pour les 
équations linéaires, rechercher les propriétés du symbole z, lié à 
x et à y par la relation z = ux -f- vy, relation dans laquelle « et v 
représentent des nombres entiers dont nous ne fixons pas la déter- 
mination et que nous ne ferons jamais nuls simultanément. 

Remplaçons, à cet effet, dans les relations 

(I) F(», y) = 0, G(x, y) = 0, 

multipliées respectivement par t> x et par r«\ le produit vy par la dif- 
férence z — ux; nous obtiendrons les nouvelles relations 

F 4 (a?, z, u, v) = 0, 

G,(ar, r, «, v) = 0, 

qui, lorsque «est différent de zéro, sont des conséquences néces- 
saires des relations données. On observe d'ailleurs que F 4 et Gi sont 
homogènes et de dimensions respectivement X et jj. par rapport à 
m, v et z, et que ces deux polynômes renferment effectivement a?, l'un 
à la puissance X, l'autre à la puissance jjl, les coefficients de ces 
puissances étant des polynômes déterminés en u et t?, c'est-à-dire 
n'étant pas nuls quels que soient u et v. 

Si l'on exclut, par conséquent, les valeurs de u et v pour les- 
quelles ces coefficients s'annuleraient, l'on peut appliquer à F t et Gj 
les résultats obtenus dans la théorie du résultant. D'une manière plus 
précise, nous savons former deux polynômes entiers A(x, z, u, v) 
et B(x, z, u, v) de degrés respectivement égaux à ji — 1 et X — 1 
par rapport à a* et tels qu'on ait l'identité en a? et en z : 

AFi-4-BG,=: R(z, m, v), 
R désignant un polynôme entier en z, u et v qui n'est autre que le 
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résultant des polynômes F, et G t . Faisons remarquer en passant 
que ce polynôme est homogène par rapport aux trois lettres z, u et v 
et que son degré par rapport à z ne peut dépasser le produit Xp, 
ce qui est une conséquence immédiate des propriétés du résul- 
tant ( # ). 

La relation R(z, u, v) = à laquelle nous sommes ainsi par- 
venus d'une manière unique et déterminée et qui est une consé- 
quence nécessaire des équations du système (I) a été appelée la 
résolvante générale de ce système ; nous allons en signaler ici les pro- 
priétés les plus importantes. 

42. Nous observerons d'abord qu'il peut arriver que le polynôme 
11(2, u, v) qu'on appelle aussi quelquefois le résolvant du système (I), 
ne renferme pas z. Il se réduira par conséquent à un polynôme en- 
tier en u et t>, P(u, v), et il nous est facile d'établir que ce polynôme 
ne peut être identiquement nul. Si Ton avait en effet l'identité en 

x f z, u, v : 

AFi+BGi = 0, 

on pourrait en conclure que F t et Gi ont, quels que soient u et v, 
un diviseur commun renfermant ar, ce qui est contraire à l'hypo- 
thèse faite au début sur F(x, y), et G(ar, y). 

Il existe donc des valeurs de u et de v pour lesquelles le polynôme 
P(n, v) est différent de zéro, et par conséquent les relations 

(I) F(x, y) = 0, G(x, y) = 

nous conduisent à une contradiction. On en conclut que ces rela- 
tions sont incompatibles, c'est-à-dire qu'il ne peut exister de sym- 
boles x et y possédant les modes de composition que nous avons 
imposés à a? et y, qui vérifient les deux relations 

•F(jr f y) = 0, G(*,y)=0. 

Un exemple simple de cette circonstance, auquel tous les autres 
peuvent d'ailleurs se ramener, s'obtient lorsqu'on suppose identi- 

(*) Si l'on considère en effet les polynômes en x, ¥i{x, z, u, v) et G,fjc, 2, t*, v), 
on voit qu'après division du premier par v x et du second par »*s les coefficients 
de xi sont de degré égal à — i par rapport à l'ensemble des lettres z, u et v; 
le résolvant des deux polynômes ainsi obtenus est donc de degré — Xjx par rap- 
port à l'ensemble de ces lettres. U suffit d'observer que multiplier l'un des deux 
polynômes par v x et l'autre par v* équivaut à multiplier leur résolvant par 
v*** pour retrouver un résolvant entier en tt, v et z et de dimension Xji. 
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quement 

G(x,i/) = F(x, y) -h a, 

a étant un nombre entier autre que zéro. 

Ce cas étant écarté, nous allons étudier les propriétés du résolvant 
en supposant en premier lieu que tous les diviseurs irréductibles 
de ce résolvant sont différents ; en d'autres termes, be polynôme en z 
R(z, w, v) est sans diviseurs multiples lorsque u et v demeurent indé- 
terminés. 

La relation R(z, u, v) — 0, où Ton regarde 2 comme ayant été 
mis pour abréger à la place de ux-\-vy, est une identité en u et 
en v\ si nous y remplaçons u par tn-u' et u par v-\-v\ nous 
obtiendrons par conséquent une identité en u, v et aussi en v! 
et v\ identité qui sera une conséquence nécessaire de la première. 
Considérons plus particulièrement les deux identités en « et v 
qu'on obtient en égalant à zéro les coefficients de u et t/ dans le 
développement du polynôme 

R[(u+u')x-h(v-t-v')y, u-i-i/, » + t/]; 

ces deux identités s'écrivent 

D u R(ua? -+- vy, u, v) = 0, 

D v R(ux+vy, u, v) = 0, 

en désignant par les premiers membres les polynômes dérivés du 
polynôme R{ux + vy, t/, v) regardé successivement comme un po- 
lynôme en u et comme un polynôme en v. On voit d'ailleurs aisé- 
ment d'après la définition des polynômes dérivés, que Ton peut 
écrire ces deux identités sous la nouvelle forme : 

xD 3 R(z, u, v) -+- D u R(z, u, v) = 0, 

j/D s R(z, îi, t;) + D t .R(z,tz,t>) = 0, 

où la combinaison z = ux -+- vy a été mise en évidence. Le système 
des trois identités en u et v : 

( R(z, u, v) = 0, 
(A) | xD s R(z, «, v' 4- D tt R(z, u, v) = 0, 
( yD 5 R(z, u, v) -+- D c R(z, «, v) = 

mérite de fixer un instant notre attention. 
Nous ferons d'abord remarquer que lorsqu'on y regarde u et v 
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comme des entiers déterminés, les trois relations ainsi obtenues ne 
sont point distinctes ; c'est ce qui résulte de la relation 

*D,R(*, w, v ) -+- uD tt R(z, u, v) -+- vD v R(z, u, v) = 0, 

relation qui d'une part est une combinaison linéaire des deux der- 
nières relations du système (A) et qui d'autre part, d'après l'homo- 
généité du résolvant, est visiblement identique à la première de ces 
relations. 

Cela étant acquis, considérons l'identité en u et v 

R(ux-hvy, u y v) = 0; 

nous savons que le résolvant est homogène en u, v et z, nous pou- 
vons donc en conclure que le polynôme R(wa?-Ht>y, u, v) est 
homogène en u et v. Si nous avons par conséquent, en posant t; = i, 

R{ux -h y, u, \ ) = M (s, y) -+- uM,(*, y) 4- w*M,(a?, y) 4- - • • , 

l'identité R(ux -h t?j/, t/, v) = est équivalente au système des 
relations 

M,(*. y) = 0, M t (* f y) = 0, . . 

obtenues en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances 
de u. Si nous remarquons d'autre part que R(z, u, v) est une com- 
binaison linéaire des deux polynômes F t (ar, z, u, v), G t (x, z, u, t>), 
et par suite aussi des deux polynômes F(ar, y) et G(x, y) auxquels 
ils se réduisent, au facteur u* ou t^ près, nous pourrons en con- 
clure que les polynômes M< sont des fonctions linéaires et homo- 
gènes à coefficients entiers des deux polynômes F(ar, y) et G(ar, y). 
Ainsi toutes les relations M, = sont séparément des consé- 
quences nécessaires des deux relations données dont elles sont des 
combinaisons linéaires. 

Envisageons maintenant les deux dernières identités du sys- 
tème (A) ; elles s'obtiennent en dérivant la première soit par rap- 
port à u soit par rapport à r, lorsqu'on y a remplacé z par l'ex- 
pression ux-hvy. Si Ton y fait u = l, les coefficients des 
diverses puissances de u dans leurs premiers membres sont par 
conséquent, à des facteurs entiers près, les polynômes M,- déjà con- 
sidérés. Toutes les relations (A) sont donc, quels que soient les 
entiers u et t>, des combinaisons linéaires des relations M< = et 
par suite aussi des combinaisons linéaires des deux relations don- 
nées F(a, y) = 0, G(x, y) = 0. 

THÉORIE OBI NOMBRES <* 
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Remplaçons dans les relations (À), u et v par des entiers déter- 
minés a et b choisis de telle sorte que le polynôme en z, R(z, a, *), 
n'ait point de diviseurs multiples. Il suffit pour cela de choisir a 
et b de façon que le discriminant de ce polynôme, qui est un poly- 
nôme entier en u et v à coefficients entiers, soit différent de zéro. 
Considérons alors le système 

i R(z, a, b) = 0, 
(A) ) *D,R(z, a, b) 4- D a R(z, a, b) = 0, 

( j/D,R(z, a, b) 4- D 6 R'z, a, ft) = 0, 

où z représente la combinaison ax -h by ; nous allons montrer que 
ce système est équivalent au système donné. U nous suffira évidem- 
ment pour cela d'établir que les relations données sont des consé- 
quences nécessaires des relations (A), puisque la réciproque a déjà 
été établie. 

D'après l'hypothèse, les polynômes R(z, a, b) et D s R(z, a, b) sont 
premiers entre eux ; il existe donc deux polynômes entiers en z, à 
coefficients entiers, A(z) et B(z), tels que Ton ait identiquement 

A(z).R(z, a, 6) + B(z).D s R(z, a, b) = p, 

p étant un nombre entier difiérent de zéro, qui est le discriminant 
de R(z, a, 6). On peut donc remplacer le système (A) par le suivant : 

t R(z,a,6) = 0, 
(A') ] px -h B(z).D a R(z, a, b) = 0, 

( />2/-hB(z).D 6 R(z, a, 6) = 0, 

qui lui est manifestement équivalent. 

Gela étant admis, lorsque la relation R(z, a, b) = est satis- 
faite, les deux polynômes entiers en x : Fi(ar, z, a, b) et Gi(x, z, a, 4) 
ont nécessairement un diviseur commun renfermant x. Ce diviseur 
devant diviser toute combinaison linéaire des polynômes considérés 
sera par conséquent, à un facteur entier près, identique au polynôme 
px •+• B(z) . D a R(z, a, b) ; en d'autres termes, si nous prenons par 
exemple le reste de la division du polynôme p x F,(x, z, a, b) par le 
binôme en x: pa?4-B(z).D fl R(z, a, b), nous obtiendrons un poly- 
nôme entier en z, à coefficients entiers, qui s'annulera sous la 
seule condition R(z, a, b) = 0. L'hypothèse faite au début sur 
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R(z, a, b) nous permet d'en conclure que ce polynôme 4>(z, a, b) 
est divisible par R(z, a, 6). 

Considérons en effet un diviseur irréductible de R(3, a, 6) et dé- 
signons-le par P(z, a, 6) ; la relation P(z, a, 6) = entraîne né- 
cessairement 4>(z, a, 6) = 0. Il est dès lors impossible que 
*(z, a, 6) et P(z, a, 6) soient premiers entre eux, car l'identité en z 
que Ton pourrait alors écrire 

A'(z).P(z, a, &)4-B'(z).*(z, a , b) = p ', 

où p' est un entier différent de zéro, est contradictoire avec la con- 
clusion précédente. On peut donc affirmer que *(z, a, b) est divisible 
par P(z, a, b) et que par conséquent le polynôme *(z, a, 6) qui ad- 
met tous les diviseurs irréductibles distincts de R(z, a, b) est divisi- 
ble par ce dernier polynôme supposé sans diviseurs multiples. 
11 existe donc une identité en z, de la forme 

pMVx, z, a, b) = N,(z).R(z, a, 6) + N,(z, x)[px-hB(z).D a R(z, a, 6)], 

et cette identité exprime qu'à un facteur entier près, F(x, y) est une 
combinaison linéaire des premiers membres des relations (A') ou 
encore des relations (A). La démonstration s'applique évidemment 
aussi à G(ar, y). 

Ainsi, non seulement tout système de deux relations F(x, y) = 0, 
G(x, y) = (ton* /c résolvant est sans diviseurs multiples est équiva- 
lent au système formé des deux relations 

R(z, a, b) = 0, 

*D a R(z, a, b) -+- DJt(z, a, 6) = 0, 

(/ans lesquelles z représente P expression ax -+- 6y, sous /a *eu/e con- 
dition que le polynôme R(z, a, 6) soi* sans diviseurs multiples, mais 
encore toute relation qui fait partie de Vun des deux systèmes est une 
combinaison linéaire des relations de Vautre système. 

Il est bien évident qu'il résulte également de là que les équations 
données sont des combinaisons linéaires des relations 

Mi(x, y) = 

considérées plus haut, de telle sorte que le système donné est aussi 
équivalent au système formé par ces relations. 

43. Les propositions précédentes nous ont montré la liaison 
intime qui existe entre un système de deux relations entre x et y 
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et son résolvant dans le cas où ce dernier n'a que des diviseurs dis- 
tincts. Il est aisé de voir comment on doit les modifier lorsque le 
résolvant R(z, u, v) possède des diviseurs multiples. 

Nous ferons observer qu'au point de vue où nous nous plaçons 
de la recherche des relations entières en a? et y qui sont des con- 
séquences nécessaires des relations données : 

F(* l2 /) = 0, G(*,y) = 0, 

nous pouvons substituer à la relation R(z t u, t;) = celle que 
Ton obtient en égalant à zéro le résolvant débarrassé de ses facteurs 
multiples, c'est-à-dire divisé par le plus grand commun diviseur à 
R(z, u, v) et à D,R(z, w, v). 

Si Ton désigne par S(*, u, v) le quotient de cette division, le sys- 
tème 

r 8(1,11,10 = 0, 

(B) < *D 3 S(s, t/, v) 4- D tt S(z, u, v) = 0, 

( t/D s S(z, il, v) 4- D V S (z, ti , v) = 0, 

où Ton regarde toujours z comme représentant ux-+-vy, pourra 
remplacer le système (A). 

En particulier si le polynôme S(s, a, b) n'a point de diviseurs 
multiples, les deux relations 

S(z, a, b) = 0, 

*D s S(z, a, b) -h D a S(z, a, b) = 

nous donneront par de simples combinaisons linéaires toutes les 
conséquences nécessaires des relations données et en particulier ces 
relations elles-mêmes. Le système donné et le système (B) sont donc 
encore équivalents, c'est-à-dire conduisent aux mômes conséquences 
relativement à a? et à z, mais les relations du système (B), en par- 
ticulier la première, ne sont plus simplement des combinaisons 
linéaires des relations données. 

A un autre point de vue, si Ton s'astreint à ne considérer que les 
conséquences nécessaires des relations données qui en dérivent par 
des combinaisons linéaires, on parviendra naturellement à la rela- 
tion R(z, t/, v) = et par suite aussi à toutes celles qui s'en dé- 
duisent en écrivant l'identité en u' et v' 

R[(w -t-u')x -+- (w-W) y, u-t-u\ «4-i/] = 

et qui en sont d'ailleurs des conséquences nécessaires, mais il est 
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en général impossible d'obtenir ainsi la relation S(z, tz, v) = 
et toutes celles qui en dérivent. Nous n'insisterons pas sur ce sujet 
qui demanderait une étude beaucoup plus profonde dépassant le 
cadre de ces leçons. 

44. Nous avons jusqu'à présent supposé égal à deux le nombre 
des relations données entre x et y : il est aisé de montrer comment 
les résultats obtenus se peuvent étendre au cas où le nombre des 
relations données est quelconque. 

Soient 

Gi(«, y) = 0, G 2 (*, y) = 0, ... Q/x, y) = 

les relations données, entières et à coefficients entiers, desquelles 
nous supposerons seulement que leurs premiers membres n'ont 
point de diviseur commun. Désignons par a !t «î, . . . , a p ; ft, fc, . . . , p p 
des nombres entiers dont nous ne fixons pas la détermination ; il est 
clair que les deux relations 

«iGt -h . . . -+- a p G p = 0, 



(I) / p 1 G 1 H-...-hP ; ,G J , = 

sont, quels que soient ces nombres, des conséquences nécessaires 
des relations données et que si Ton y laisse les a et les p indéter- 
minés, elles entraîneront nécessairement toutes ces relations. En 
d'autres termes, le système formé par ces deux relations est, lorsque 
les a et les p sont indéterminés, équivalent au système donné. Si Ton 
observe que leurs premiers membres sont sans diviseur commun et 
même irréductibles dans cette hypothèse, on pourra les traiter 
comme on l'a fait pour les deux équations 

F(*, y) = 0, G(*, y) = 0. 
Soit par conséquent H(z, u, v, a,-, p&) le résolvant du système (I) ; 
la relation H(z, w, v, «,, $ k ) = 0, dans laquelle z représente l'ex- 
pression ux -h t?y, est une identité par rapport à «, v, aux a et 
aux P; elle est d'ailleurs une combinaison linéaire des relations 
données et par suite une conséquence nécessaire de ces relations. 
Développons son premier membre suivant les puissances des a et 
des p et égalons à zéro les coefficients de ces diverses puissances; 
nous obtiendrons un système d'identités en u et v, 

K,(z, w, v) = 0, K,(z, u, v) = 0, . . . 
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qui sont également des combinaisons linéaires des relations don- 
nées. Les polynômes K(z, u, v) peuventavoirounon, lorsque net v 
demeurent indéterminés, un diviseur commun renfermant z. Sup- 
posons d'abord que le dernier cas se présente ; il existera des poly- 
nômes entiers en z,u^ v, tels qu'on ait identiquement 

A,(z, u, v).K,(z, t/, t>)-+- A,(z, u, t>).K,(z, u, v) + ... = P(u, t>), 

P étant un polynôme entier en u et v. Il suffit de choisir pour u et » 
des entiers a et b qui n'annulent point le second membre, pour 
conclure de là qu'il est impossible que les relations 

Ki{ax -+- by, a, b) = 0, K^ax -+- by, a, b) = 0, . . . 

aient lieu simultanément. Les relations données entre or et y sont 
donc incompatibles avec les hypothèses faites sur les symboles x 
et y. 

Considérons maintenant le cas où les polynômes K(z, «, v) ont 
un diviseur commun R(z, u, v) ; il sera possible de déterminer des 
polynômes entiers en z,u,v tels qu'on ait identiquement 

A t (z, u, t>).Ki(z, w, t>)-t-A,(z, u, t>).K s (z, u, v)-h ... = R(z, h, t>), 

de sorte que la relation R(z, u, t>) = 0, dans laquelle z repré- 
sente toujours ux ■+- vy , est une combinaison linéaire des relations 
K(z, u, v) = et par suite aussi une combinaison linéaire des re- 
lations données. 

Nous dirons que le polynôme R(z, m, v), auquel nous sommes 
ainsi parvenus d'une manière bien déterminée, est le résolvant du 
système donné. 11 est aisé de voir qu'il possède toutes les propriétés 
du résolvant d'un système formé de deux relations seulement. 

En particulier si pour u= a, v = b il est sans diviseurs 

multiples, ce qui ne peut arriver que dans le cas où il a, lorsque 

u et v sont indéterminés, ses diviseurs distincts, le système des 

relations 

/ R(z, a 9 b) = Q, 

(A) | arD 3 R(z, a, b) -+- D a R(z, a, b) = 0, 

( j/D 5 R(z, a, 6)+D 6 R(z, a, b) = 

est lié au système donné de telle sorte que toute relation d'un des 
systèmes est une combinaison linéaire des relations de l'autre sys- 
tème. Dans tous les cas, si S(z, ?«, v) désigne le résolvant débar- 
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rassé de ses facteurs multiples, le système 

f S(z,u,t>) = 0, 

(B) j arD s S(z, u, v) + D u S(z, u, v) = 0, 

( yD s S(z, u, v) -4- D c S(z, u, v) = 

est équivalent au système donné, c'est-à-dire conduit aux mêmes 
conséquences relativement à a? et à y. 

Nous ne nous attarderons pas à refaire les démonstrations, qui 
se déduisent facilement de celles données dans le cas de deux 
équations, et nous passerons à une notion très importante pour la 
suite, celle des systèmes irréductibles. 

45. Considérons un système de relations 

G 4 (* , y) = 0, . . . , G p {x, y) = 

dont le résolvant R(z, u, v) est supposé sans diviseurs multiples 
lorsque u et v demeurent indéterminés. Nous avons vu que la rela- 
tion R(ua? 4- vy, u, v) = est, quels que soient u et v> une consé- 
quence nécessaire des relations données, et que si Ton pose 

R(ua:-t-î/, u, i) = M (a?, y) -+- uM,(a?, y) -+- w f M,(ar, y)-h... 
le système des relations 

M (a, v) = 0, M^x, y) = 0, . . . 

est lié au système donné de telle sorte que toute relation de l'un des 
systèmes est une combinaison linéaire des relations de l'autre. 
Enfin, il est évident que le polynôme R(z, u, v) est également le 
résolvant de ce dernier système . 

Une circonstance bien remarquable, que nous avons déjà admise 
implicitement en supposant que le résolvant possède quelquefois 
des diviseurs multiples, se présente ici. U peut arriver, bien que les 
relations données entre x et y soient toutes irréductibles, qu'il 
n'en soit pas de même du résolvant. Considérons dans cette hypo- 
thèse l'un des diviseurs irréductibles P(z, u, v) de R(z, u, »), et 

soit 

R(z, t/, v) = P(s, tz, t?).Q(z, u, v). 

L'identité en u et v R(z, u, v) = se décompose en deux iden- 
tités : .P(z, u, v) = 0, Q(z, u, v) = 0, qui sont nécessairement 
vérifiées Vune ou Fautre, lorsque les relations données sont satis- 
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faites. Ces deux identités sont d'ailleurs incompatibles, puisque les 
polynômes P(z, u, v) et Q(z, u, v) sont sans diviseur commun 
lorsque u et v demeurent indéterminés. Les conséquences néces- 
saires des relations M(x, y) = ou des relations données se 
partagent donc en conséquences nécessaires de l'identité 

P(uar -h m/, w, v) = 

et en conséquences nécessaires de l'identité 

Q{ux+vy, u, v) = 0\ 

on dit que le système donné se décompose. Si Ton a alors 

P{ùx -h y, u, 1) = K (ar, y) -h tiK^ar, y) -H . . , 

Q [ux + y, w, 1) = L t*, y) -h uL,(a?, y) 4- . . . , 

on en déduit identiquement en x et y : 

M = KqLq, 

M 4 = K Li H- KiL , 

M t = K Lj -f- KiLt -+- K 2 L , 

et ces identités nous montrent pourquoi et comment la décompo- 
sition se produit. 

Il semble inutile d'ajouter que P(wa? h- vy, m, v) est précisément 
le résolvant du système 

*t(*i !/) = <>, K.(* f y)=0,..., 

qui correspond au diviseur irréductible P(z, u, v) et que Ton peut 
séparer du système donné. On voit d'ailleurs manifestement qu'en 
raisonnant sur le polynôme Q(z, h, v) comme on a raisonné 
sur R(z, u, v) et ainsi de suite, il est possible de substituer à la 
considération de tout système dont le résolvant est sans facteurs 
multiples, celle d'un certain nombre de systèmes dont le résolvant 
est irréductible. Nous donnerons à ces derniers le nom de systèmes 
irréductibles et nous allons en signaler ici une propriété caractéris- 
tique, extrêmement importante. 

Lorsqu'on envisage un système quelconque de relations en- 
tières entre x et y, dont le résolvant est dépourvu de diviseurs 
multiples sans être cependant irréductible, on voit immédia- 
tement qu'il existe des relations entières en a? et y qui, sans être 
incompatibles avec les relations données, n'en sont point pourtant 
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des conséquences nécessaires. Il est clair en effet que si Ton ajoute 
aux relations données la relation 

P(ax -4- by, a, b) = 0, 

en désignant par P(z, w, v) l'un des facteurs irréductibles du 
résolvant, on forme un nouveau système dont le résolvant renfer- 
mera certainement le facteur P(z, u, v) et qui se réduira à ce 
facteur lorsque les entiers a et b sont choisis de telle sorte que le 
polynôme en z, P(z, a, b) n'ait point de diviseurs multiples. 

Mais supposons maintenant que le système donné soit irréduc- 
tible, c'est-à-dire que son résolvant soit précisément P(z, u, v) et 
ajoutons aux relations données une relation entière quelconque, 

M(*, y) = 0. 

Considérons le système ainsi obtenu et formons son résolvant ; 
il peut arriver que ce résolvant ne renferme pas z et nous pourrons 
alors affirmer que la relation M(x, y) = est incompatible avec 
les relations données. Supposons que le cas contraire se présente et 
soit Pi(z, u f v) le résolvant du nouveau système ; on voit que la 
relation P(z, u, v) = sera une conséquence nécessaire de la 
relation P t (z, u, v) = 0, d'où il résulte que P t et P sont identi- 
ques. On conclut de là que la relation M(x, y) = est elle-même 
une conséquence nécessaire des relations données et môme une 
combinaison linéaire de ces relations. Nous pouvons donc énoncer 
la proposition suivante : Toute relation entière en x et y compatible 
avec les relations qui définissent un système irréductible est une consé- 
quence nécessaire et même une combinaison linéaire de ces dernières. 

Cette propriété, avons-nous dit, caractérise les systèmes irréduc- 
tibles ; nous avons en effet montré qu'étant donné un système quel- 
conque non irréductible, on peut former des relations entières en x 
et y à coefficients entiers, qui sans être incompatibles avec les 
relations du système n'en sont pas cependant des conséquences 
nécessaires. Il est donc permis de définir les systèmes irréductibles 
en disant que pour ces systèmes toute relation entière en x et t/, à 
coefficients entiers, compatible avec les équations du système, en est 
nécessairement une combinaison linéaire ; on reconnaît d'ailleyrs là la 
généralisation d'une propriété caractéristique bien connue des poly- 
nômes irréductibles. 

Signalons encore une conséquence immédiate des remarques pré- 



218 ALGÈBRE SUPÉRIEURS 

cédentes : Soit P(z, u, v) le résolvant irréductible d'un système 
d'équations entre x et y ; remplaçons dans ce polynôme u et v par 
des entiers déterminés a et b. Il peut arriver que le polynôme P(z, a,b) 
possède ou non des diviseurs multiples, mais ce qui est remarquable 
c'est que : 

i° Lorsque P(z, a, b) ria pas de diviseurs multiples, il est nécessaire- 
ment irréductible ; 

2* Lorsque P(z, a, 6) a des diviseurs multiples, il est la puissance 
exacte d'un polynôme irréductible. 

On observe en effet que dans le cas contraire, il serait possible d'é- 
crire des relations de la forme Q{ax -h by % a, b) = compatibles 
avec les équations du système sans en être des conséquences néces- 
saires. 

Enfin on peut affirmer que lorsque P(z, a, à) est la puissance 
parfaite d'un polynôme irréductible, ce dernier est une combinaison 
linéaire des premiers membres des équations du système. 



IT. — Systèmes d'équations : Cas général. 

46. Les résultats acquis dans l'étude des systèmes d'équations 
entre deux symboles x et y peuvent aisément s'étendre à des systè- 
mes formés d'un nombre quelconque d'équations entre des symbo- 
les #i, Xi, . . . , x n . Nous allons le montrer rapidement, sans in- 
sister sur des démonstrations qui sont identiques à celles que nous 
avons données dans le cas où Ton considère seulement deux sym- 
boles. 

Soient 

Fjfar,, ar*, ..., x n ) = 0, 

Fifo, a?,, ..., x n ) = 0, 



F p (j?i, a?,, ..., x n ) = 

les relations qu'on suppose satisfaites par les symboles x u x u ..., x n 
et dans lesquelles Fi désigne un polynôme entier à coefficients 
entiers de degré X, par rapport à l'ensemble des symboles qui y figu- 
rent. Nous observerons immédiatement qu'on pourrait, sans res- 
treindre la généralité, se borner k étudier les systèmes de cette 
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forme dans lesquels les polynômes F sont irréductibles ; la raison 
de ce fait est évidemment la môme que dans le cas de deux symbo- 
les x et y; néanmoins comme l'on peut sans introduire de compli- 
cations arriver à un certain nombre de résultats sans faire cette 
hypothèse, nous ne la ferons pas tout d'abord. 
Nous allons poser, comme dans le cas de deux symboles, 

x = ti i ar,-hîi,jr î -i- ... -4- !*„*„, 

en désignant par u u u„ ...,«„ des entiers indéterminés qu'on 
s'astreint à ne jamais choisir nuls simultanément, et rechercher les 
propriétés du symbole z ainsi défini. Désignons à cet effet par 

*i(a? t , x iy ..., ar„-i, z) 

le polynôme entier en x u x^ . . . , x^ u z et u u u,, . . . , u n que 
Ton déduit du polynôme" F*(xi, x u . . ., x n ) en multipliant ce der- 
nier par u*i et en y remplaçant ensuite u^c n par l'expression 

z— i/ix, — «„_!*„_, ; 

les relations 

*<(a?i, *,, ..., a?„_ it z) = 

(t = 1,2, ...,/>) 
sont, lorsqu'on suppose Un différent de zéro, des conséquences né- 
cessaires des relations données, et la réciproque est également 
vraie. Nous ferons remarquer que ces relations ne renferment pas 
nécessairement toutes le symbole z — il est clair en effet que si le 
polynôme F» ne contient pas x n> le polynôme *• ne renfermera pas z 
— mais il importe d'observer que lorsque *,- renferme eflectivement 
z, *» est un polynôme en ar n x 2 , . . ., ar»_i dont le degré par rap- 
port à chacune de ces lettres est égal à X { , dimension maximum du 
polynôme *» considéré comme polynôme en x u a?„ . . ., x„^\ et z. 
On voit également que *, est homogène et de degré X, par rapport 
aux lettres 1*1, ti*, ...,«„ et z, sans être nécessairement de degré 
h par rapport à z. 

Considérons les polynômes en z, *i(a? t , x t , . ., #»__!, z) et for- 
mons leur plus grand commun diviseur ; ce plus grand commun 
diviseur n'existera évidemment que lorsque tous les polynômes ** 
renferment effectivement z ; mais nous pouvons affirmer que s'il 
existe, il renfermera également les symboles x u x tf . . . , x n _ t . On 
s'en convaincra immédiatement si l'on observe qu'il dérive du plus 
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grand commun diviseur des polynômes en a?„, désignés par F», en y 
remplaçant après multiplication par une puissance convenable de 
«m UnPn par la différence 

UtXi -|- . . . + Un^Xn^i — Z. 

Désignons donc ce plus grand commun diviseur par 
R t (z, x u ...,«„_,); 

si nous appelons G^x u a?„ . . . , x^ u *) le quotient de *„ par Ri, 

les relations 

*« = (* = 1,2, • ..,/>) 

pourront s'écrire 

R 1 G I =0 (» = !,«, ..,p). 

Leurs conséquences nécessaires se partagent donc en conséquen- 
ces nécessaires de la relation R t = et en conséquences néces- 
saires des p relations G, = (t = 1, 2, . . . , p) ; il est d'ailleurs 
évident que lorsque les relations de l'un ou de l'autre de ces der- 
niers systèmes sont vérifiées, il en est de même des relations 

4>, = (1 = 1, 2,..., p). 

Le système donné se décompose donc en deux systèmes dont l'un 
est constitué par l'unique relation entre n symboles 

R 4 (z, x t9 #i, ... , ar«_i) = 0, 
et l'autre par les p relations 

(i = l,2,...,/>), 
dans lesquelles les polynômes en z qui forment les premiers mem- 
bres sont sans diviseur commun. 

Considérons ce dernier système ; nous observerons que si l'un 
des polynômes G* renferme l'un des symboles a?!, ar 2 , . . ., x H _ u il 
les renfermera nécessairement tous et sera en outre par rapport à 
chacun d'eux de degré égal à sa dimension maximum ; c'est là une 
conséquence immédiate de la propriété correspondante des polynô- 
mes ♦,-. 

Examinons le cas où aucun des polynômes G, ne renferme de 
symboles x u x^ ..., x n _i\ nous pouvons affirmer que ces poly- 
nômes qui ne renferment plus que z et qui sont, lorsque les u sont 
indéterminés, sans diviseur commun, ne peuvent s'annuler simul- 



systèmes d'équations 221 

tanément quels que soient les u. Les relations 

Gi(z)=0 (i = i, 2, ...,p), 

considérées comme relations en x u x„ ...,a? n , devant avoir lieu 
quels que soient les u, sont par conséquent incompatibles. 

Ce cas étant écarté, il peut arriver qu'aucun des polynômes G< 
qui renferment effectivement x u a*, ..., a? w-1 , ne renferme z; le 
système formé des relations G, = 0, (i = 1, 2, ..., p) est alors un 
système de p équations entre les (n — i) symboles 

x u a? 2 , ...,#n_i, 

et ces équations doivent avoir lieu quels que soient les entiers in- 
déterminés «i, Us, ..., u n . Il suffit par conséquent de développer 
les Gj suivant les puissances des u et d'égaler à zéro les coefficients 
de ces diverses puissances, pour obtenir un système d'équations à 
coefficients entiers entre les (n — 1) symboles Xj, ar 8 , ..., ar„_ i# 
On appliquera alors à ce système la méthode que Ton vient d'ap- 
pliquer au système donné qui renfermait effectivement n symboles. 
Il est aisé de voir que ce cas ne se présente que lorsque les poly- 
nômes F t - ne renferment x n que par un facteur qui est le môme pour 
tous ces polynômes. 
Dans tous les autres cas, nous pouvons affirmer que le système 

des relations 

G,<a? f , a?„...,a?„_ lf z) = 

(i=l,2,...,p), 
— qui se réduit au sytème 

*i(*l, *a, -. , Xn-i, z) = 
(i = l,2,...,p) 

lorsque les polynômes en z, représentés par les * t -, n'ont pas de 
diviseur commun — renferme au moins une relation dont le pre- 
mier membre est un polynôme en x u #,, ..., x„_ t et z, dont le 
degré par rapport à chacune des lettres x u x it ..., xn_ t est égal à 
sa dimension maximum. Considérons alors les deux relations 

«îGi -+-...-+- npGp = 0, 

PiG 1 +...-Hp,G JI = 0, 

dans lesquelles les a et les p représentent des entiers qu'on laisse 
indéterminés, ces deux relations soot toujours des conséquences 
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nécessaires des relations 

G l = (/= 1,2, ...,/>), 

et il est clair que la réciproque est vraie, de sorte qu'on peut se 
borner à rechercher les conséquences nécessaires de ces deux rela- 
tions dans lesquelles on suppose expressément que les a et les p de- 
meurent indéterminés. Leurs premiers membres sont des polynô- 
mes entiers en x u x i% ..., x„__, et s, et nous savons qu'ils sont 
par rapport à #„_, en particulier de degré égal à leur dimension 
maximum ; nous pouvons donc leur appliquer les résultats obte- 
nus relativement au résultant de deux polynômes de degrés donnés. 
En d'autres termes, si nous désignons par 

T(z, X u X %> ... , Xn-*, a, P) 

le résultant de ces polynômes considérés comme polynômes en 
ar»_i, la relation 

T(z, Xi, x , *«_«, a, P) = 

sera une conséquence nécessaire des relations 

G,= («=1,2 p). 

Mais nous pouvons aller plus loin ; si Ton considère en effet le 
système formé des relations 

g;. = o (; = i,2,..., P ), 

qu'on déduit des relations G, • = (i = 1, 2, . . . , p) en y rem- 
plaçant z par son expression à l'aide des x f il est évident que le 
polynôme 

T(z, x l% ar 2 , ... , ar„_2, a, P) 

nous donne, lorsqu'on y remplace z par z' -f- u i x l -+-...+ v,,.**»-,, 
le résolvant des deux polynômes en x„_ 4 et x n : 

*fîi + •••-+- «/»Gp, 

PiG , 1 + ...+p^. 

Nous pouvons donc dire que si le polynôme T, qui renferme né- 
cessairement #i, ar s , . . ., x^, est sans diviseurs multiples lorsque 
x t , x t , . . ., ar„_ s ainsi que Un et u n „ { demeurent indéterminés, la 

relation 

T(z 9 x lt ..., *„_,, a, p)=0, 

supposée vérifiée quels que soient ti„, u„_ 4 et les indéterminées 
a et p, conduit à toutes les conséquences nécessaires des relations 
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G, =0 (î = 1,8, ...,/>). 

Si Ton développe par conséquent le polynôme T suivant les puis- 
sances des a et des p, on obtiendra, en égalant à zéro les coeffi- 
cients de ces diverses puissances, un système d'équations entre 
(n — 1) symboles seulement, x u . . . , x„^ et z, qui sera équiva- 
lent au système 

G, = (t = 1,2, ...,/>), 

à la condition d'être vérifié quels que soient Un et u„_,. On peut 
d'ailleurs remarquer que les relations de chacun des systèmes sont 
simplement des combinaisons linéaires de celles de l'autre. 

Supposons maintenant que le polynôme T possède des diviseurs 
multiples lorsque x u . . . , x^j, u n et w„_i demeurent indétermi- 
nés ; nous savons qu'il suffit de substituer à T le produit de ses fac- 
teurs irréductibles distincts pour obtenir un polynôme T f auquel 
les conclusions précédentes s'appliquent. Il importe seulement d'ob- 
server que les équations du nouveau système entre les (n — 1) 
symboles x u x 2 , . . . , x n _ 8 , z, que l'on en déduit, ne sont plus de 
simples combinaisons linéaires des relations 

G, = (» = !, 2,...,p). 

Au point de vue où nous nous plaçons, il est indifférent d'avoir 
égard à l'ordre de multiplicité des diviseurs ; nous n'insisterons 
donc pas sur les circonstances qui peuvent se présenter dans le cas où 
il existe des diviseurs multiples. 

Les remarques qui précèdent nous permettent, dans tous les cas, de 

remplacer les relations 

G. = (i = l, 2,...,p) 

par des relations 

H i = (i = l,2,..., 9 ) 

entre les (n^l) symboles x if a? s , . ., a?»_2 et z ou bien entre 
les (n — 1) symboles x v a:», ...,«„_!. Nous pouvons même y 
supposer dans le cas où elles renferment z, les indéterminées 
w i» t*ti . . ., h»-î remplacées par des entiers quelconques, en parti- 
culier les faire toutes égales à zéro, sans que nos conclusions cessent 
d'être valables; cela résulte de ce que lorsqu'on pose 

*=»!-+- UiXi + • • • "H Wn-2* n-*, 

les indéterminées u n w 2 , ..., i/n_ 2 disparaissent de ces relations où 
elles ne figuraient qu'en apparence. 
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Rien ne nous empêche maintenant de raisonner sur le système 
H^x,,..., Xn_i, z,) = 
(1 = 1,2,..., q) 
comme on a raisonné sur le système d'où Ton est parti : 

FJLx u ...,x m ) = Q 
(i = l,2,...,/>), 
et ainsi de suite jusqu'à l'épuisement des (n — 2) symboles 

On peut enfin observer que si z t désigne la combinaison 
w n .r„-H!i n _ 1 x n _, 1 dans laquelle Un et u^x sont indéterminés, il est 
inutile d'introduire l'indéterminée v n ^ i lorsqu'on forme la combi- 
naison 

on pourra donc conserver les mêmes notations pour les indéterminées 
et poser simplement 

S = U l X l + . . . -4- \ln_iXn_a •+• Z u 

c'est-à-dire partir de la considération des relations 

Hf(*i, x 2 , ... , ar„_j, z) = 

(1=1,2,...,?) 

telles qu'on les a obtenues directement. 

Il est clair qu'en continuant ainsi on parviendra certainement à 
un système de relations renfermant seulement z et incompatibles 
lorsque les u demeurent indéterminés, système analogue à celui 
qui s'est présenté dès le début. On obtient par conséquent une suite 
de polynômes R,(xi, . . ., x n _!, z), suite qui peut être complète ou 
non, telle que lorsque les relations données 

Fi(x u x^ .... x n ) = 
(i=l,2,..., p) 
sont satisfaites, il en est de même de l'une au moins des relations 

Rfau *Ji ••• , s*-»'. *) = 0, 
quelles que soient les indéterminées u lf t^, . . . , u n , la réciproque 
étant vraie. 
On dit que l'équation 

JJR^j, ..., XnU % Z) = 
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est la résolvante générale du système d'équations donné, et une étude 
plus complète, que nous ne pouvons aborder dans ces leçons, mon- 
trerait comment sa considération conduit aux propriétés les plus 
importantes de ce système. 

47. Nous voulons nous borner ici à l'étude des systèmes pour les- 
quels cette résolvante se réduit à un polynôme en z : R„(z , tu , t* t , . . . , w„) , 
qui, lorsque les u sont indéterminés, est dépourvu de diviseurs 
multiples. 

Nous établirons plus loin que les relations entre x u x % , . . ., x n 
qui constituent un pareil système suffisent pour fixer d'un nombre 
limité de manières distinctes le calcul des symboles x u x 2 , . . ., ar n , 
dont aucun ne peut par conséquent être choisi d'une manière arbi- 
traire dans un ensemble de symboles connus; on reconnaît là les 
systèmes à solutions déterminées dont il a été question au début de 
ce chapitre. Cela étant admis, on voit immédiatement que tout sys- 
tème dont la résolvante peut s'écrire 

Ri(tfi,*2, ... , Xn_i, z) == 

devient un système à solutions déterminées lorsqu'on fixe d'une 

manière arbitraire ar,,ar 8 , . . ., x„_,- dans l'ensemble des nombres 

entiers; il suffit donc de considérer les systèmes dont la résolvante 

est de la forme 

R»(*i wi, u„ ... , Un) = 

pour obtenir tous les systèmes à solutions déterminées. 

On peut répéter sur le polynôme R n (z, «„ u it . . ., w„), dans le 
cas où il n'admet point de diviseurs multiples, tout ce qui a été dit 
sur le résolvant dans le cas de deux symboles seulement. Il est aisé 
de voir que ce polynôme est homogène en u l% u,, . . ., u n et z et 
d'un degré d'homogénéité égal au produit des dimensions maxima 
des premiers membres des relations données : 

F t = (t=1,2,...,p), 

bien qu'il puisse être par rapport à z de degré inférieur à ce pro- 
duit. 

Le polynôme Rn(z, «*) est une combinaison linéaire des poly- 
nômes F,-, et lorsque les a sont des entiers choisis de telle sorte 
que le polynôme en z, R„ (z, a), ait ses diviseurs distincts, les 

THÉORIE DU NOMBRES 15 
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relations du système donné sont également des combinaisons 

linéaires des relations 

R„(z, a) = 0, 

a*D,R„(z, a) -h D^z, a) = 

(i = l,2,...,n), 

dont d'ailleurs n seulement sont distinctes. 

A un autre point de vue, Ton voit également que toute décompo- 
sition du résolvant R„ (z, u) conduit à une décomposition du sys- 
tème donné, ou en d'autres termes permet une séparation des di- 
verses relations entières en x t , x % , ... y x n à coefficients entiers 
qui sont compatibles avec les relations données. On est ainsi con- 
duit à la considération de systèmes d'équations dont le résolvant 
est irréductible, et il est clair que la propriété caractéristique de ces 
systèmes, donnée dans le cas de deux symboles x et y, subsiste 
dans le cas général, autrement dit : Lorsqu'un système est irréduc- 
tible, toute relation entière en x u x^, . . ., x n à coefficients entiers 
qui n'est pas incompatible avec les relations du système en est une com- 
binaison linéaire, et réciproquement, lorsque toute relation entière en 
x { , Xj, . . . , x n à coefficients entiers compatible avec les équations <Tun 
système à solutions déterminées, en est une combinaison linéaire, c'est- 
à-dire une conséquence nécessaire, ce système est irréductible. 

Enfin il résulte également de là que lorsque R„ (z, u) est irré- 
ductible, R» (z, a) est irréductible ou puissance d'un polynôme 
irréductible qu'on peut obtenir par de simples combinaisons 
linéaires des premiers membres des équations du système. 



CHAPITRE IV 
LE CALCUL DES ENTIERS ALGÉBRIQUES 



I. — Formation d'un domaine algébrique. 

J r « MÉTHODE. 

48. Les développements dans lesquels nous sommes entrés au 
sujet des systèmes d'équations vont nous permettre de répondre 
.aisément aux diverses questions qui se sont présentées au moment 
où nous avons défini les nombres algébriques. Us nous suffiront, en 
particulier, pour établir que la définition qui a été donnée de ces 
symboles ne peut conduire à aucune contradiction et qu'elle suffit 
pour déterminer leur calcul (*) d'une manière unique. On aura ainsi 
démontré l'existence logique des nombres algébriques. 

Rappelons que nous nous bornons toujours à considérer les nom- 
bres algébriques entiers desquels les autres se déduisent en les divi- 
sant par des entiers ordinaires. 

Nous commencerons par montrer comment Ton peut définir 
d'une manière unique et déterminée le calcul des nombres algébri- 
ques entiers, dans tout domaine que l'on sait former par des adjonc- 
tions successives d'un seul symbole à un domaine dans lequel le 
calcul est déjà connu. 11 est superflu d'ajouter que le calcul auquel 
nous parviendrons ne présentant jamais de contradiction, nous éta- 
blissons ainsi l'existence logique de ceux des entiers algébriques 
qui appartiennent au domaine considéré. 

(•) Nous entendons toujours par calcul les règles qui permettent de décider si 
deux symboles sont ou non distincts et de donner leur somme et leur produit. 
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Nous supposons par conséquent que Ton part du domaine formé 
par les nombres entiers ordinaires, domaine dans lequel le calcul 
est connu, et désignant par f(x) un polynôme irréductible à coeffi- 
cients entiers dont le premier coefficient est l'unité, nous adjoin- 
drons à ce domaine un symbole £, assujetti d?une part à se compo- 
ser avec les entiers et aussi avec lui-môme suivant deux modes 
distincts qui possèdent les propriétés fondamentales de l'addition et 
de la multiplication des entiers, et (Vautre part à vérifier la relation 

m = o. 

On a déjà établi que ces hypothèses permettent de construire des 
tables d'addition et de multiplication pour les fonctions entières de 
; à coefficients entiers et que tous les symboles distincts qui figu- 
rent parmi ces fonctions s'obtiennent et s'obtiennent une seule fois 
quand on considère seulement celles d'entre elles dont le degré est 
inférieur au degré m du polynôme f(x). 

On peut donc dire que le calcul dans le domaine [£] est déter- 
miné d'une manière unique, complètement connu, et ne renferme 
point de contradiction ; d'où il résulte qu'il est effectivement pos- 
sible, au point de vue logique, de définir un symbole E par les 
conditions précédentes. C'est de cette possibilité que nous allons, en 
dernière analyse, faire dépendre l'existence logique des nombres 
algébriques. 

Mais revenons à notre objet, qui est de former un domaine algé- 
brique par des adjonctions successives d'un seul symbole à un 
domaine où le calcul est connu. 

Considérons un symbole^, duquel nous supposerons qu'il possède, 
aveclui-mômc et les éléments du domaine [î],les modes de compo- 
sition imposés à $ et qu'il vérifie en outre la relation irréductible 
à coefficients entiers 

0(1) = 0, 

°ù 9 (y) désigne un polynôme irréductible à coefficients entiers dont 
le premier coefficient est l'unité et que l'on suppose distinct du poly- 
nôme f{y). Proposons-nous maintenant de définir le calcul des fonc- 
tions entières de £ et de tj, à coefficients entiers, c'est-à-dire le calcul 
dans le domaine algébrique [?, ij] qui résulte de l'adjonction du 
symbole tj au domaine [?]. 

Il faudra en premier lieu chercher tous les éléments distincts qui 
figurent parmi les fonctions entières de î et de t), à coefficients 
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entiers, ce qui revient évidemment à chercher tous ceux de ces élé- 
ments qui sont égaux à zéro. On est ainsi conduit à rechercher 
toutes les relations entières en x et y à coefficients entiers qui 
sont compatibles avec les relations 
(I) rt*)=0, g(y)= 0; 

nous voulons dire par là toutes les relations M (x, y) = qui 
sont telles que le résolvant du système 

/» = 0, g(y) = 0, 

M(*,y) = 

renferme effectivement z (nous conservons les notations du chapitre 
précédent). Il a été en effet établi que dans le cas contraire les 
trois relations qui précèdent sont contradictoires avec les hypo- 
thèses faites sur x et sur y. 

49. Nous savons que la considération du résolvant du système 

(I) donne le moyen de former naturellement toutes ces relations ; 

nous formerons par conséquent ce résolvant, c'est-à-dire qu'en 

supposant 

f(x) = x m -+- a,*" 1 " 1 H h a ffl , 

ff (y) =y'+%^ 1 -+- •••+&;>. 

nous formerons le résultant des deux polynômes en ux : 

(ux) m -h a i u(ux) m '- i -*-••'-+- a m u m 
et 

(z — ux)? -h b x v[z — ux)?- 1 H h b ¥ v*. 

Ce résultant est un polynôme homogène en z, u et v dont le degré 
est mp et qui renferme effectivement z mv \ il est bon d'observer 
immédiatement que ce polynôme est sans diviseurs multiples lorsque 
uetv demeurent indéterminés, c'est ce qu'il est facile d'établir. 

On sait que si l'on considère les deux polynômes 

? fx) = (x+xt)(x-+-x 3 ). . .(a?-+-a? m ), 

♦(y) = (y + y*)(y -+-»«)■•- (y + y,)> 

le produit ty{xt).ty(x s ) ty{x m ) est symétrique par rapport aux x 

et aussi par rapport aux y, d'où il résulte qu'on peut l'exprimer et 
(Tune seule manière à l'aide des fonctions symétriques élémentaires 
Si, Si, ..'., Su des x et des fonctions symétriques élémentaires 
T|, T s , ..., T y des y ; nous rappellerons en outre que ce produit est 
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composé avec les S et les T de la même manière que le résultant des 

deux polynômes 

f{x) = a? w -h a^- 1 H ha m , 

g(x) = x* + b&r-*-\ hb p 

est composé avec les coefficients a et 6 de ces polynômes. Il 
résulte de là que Ton parvient au résolvant du système 

f{x) rr^ + a^-H \-a m = 0, 

9(y) = y p -^b i y^ i -+- ••• -+- b p = 0, 

en remplaçant dans le produit des mp facteurs 

JJiz-huxt + vyk), 

où t et A désignent successivement l'un, les entiers 1, 2, ..., m, 
l'autre, les entiers 1, 2, ..., p, d'une part les S par les a et d'autre 
part les T par les à. 

Considérons ensuite le discriminant du résolvant qu'on vient de 
former ; une remarque analogue montre qu'on peut obtenir ce dis- 
criminant en remplaçant respectivement dans le produit de 
mp{mp — 1 ) facteurs 

JJ\v( Xi — xc) h- v{y k — y k .)] 

les fonctions symétriques élémentaires 

Si, S 2 , ..., S m et li, T 2 , ..., Lp 

par a u a„ ..., a m et b u 6 2 , ..., b p . Il est dès lors facile de don- 
ner l'expression d'un terme quelconque de ce discriminant ; nous 
observerons que le discriminant est homogène en u et v et de degré 
mp(mp — 1) et nous choisirons celui de ses termes qui renferme w 
à la plus haute puissance. On reconnaît immédiatement que ce 
terme est 

^mCrn-V v p[p-l)m # A?\ A™, 

en désignant par A/> le discriminant du polynôme f(x) et par A? 
celui du polynôme g(y), et l'on peut conclure de là que le discrimi- 
nant du résolvant ne peut être nul, quels que soient u et v, que dans le 
cas où run des polynômes f(x) et g[y) a des diviseurs multiples, ce qui 
démontre la propriété annoncée. 

Nous n'avons donc à examiner que deux cas distincts suivant que 
le résolvant R(z, u, v) est ou non irréductible. 
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Envisageons d'abord le premier d'entre eux, c'est-à-dire suppo- 
sons le résolvant irréductible ; nous savons qu'alors toute relation 
entière en x et y, à coefficients entiers, M(a:, y) = 0, qui est com- 
patible avec les relations données, en est une conséquence nécessaire 
et même une combinaison linéaire. Désignons par a et b deux 
entiers tels que le polynôme R(z, a, b) n'ait point de facteurs 
multiples; nous savons également que le polynôme R(z, a, b) est 
irréductible et que les relations 

i R(z, a, b) = 0, 
(II) j *D,K(z, a, 6)-HD a R(z, a, b) = 0, 

( yD a R(3, a, ft) 4- D t R(z, a, 6) = 

peuvent remplacer complètement les relations données. Enfin, si l'on 
observe que lorsque 5 et tj vérifient les relations 

/■(0 = 0, ff(r,)=0, 

le symbole Ç = a£ -h 6t) vérifie la relation 

R(Ç, a, 6) = 0, 

on voit que l'introduction dans le calcul des symboles £ et *) équi- 
vaut à l'introduction du symbole unique Ç, qui est également un 
nombre algébrique entier et qui est défini par la relation irréduc- 
tible 

R(Ç lflî 6} = o. 

Il est en effet inutile de rappeler que les relations (II) donnent 
dans ce cas l'expression de î et ^ comme fonctions entières de Ç à 
coefficients entiers. 

Le domaine algébrique [£, y] est donc identique au domaine [Ç] 
et dans ce dernier domaine le calcul est défini, d'une manière 
unique et déterminée, par les hypothèses faites sur Ç. 

50. Examinons maintenant ce qui se passe lorsque le résolvant 
R(z, a, v) n'est pas irréductible ; nous conviendrons de désigner par 
P(z, m, v) l'un quelconque de ses diviseurs irréductibles. Les relations 
entières en x et y à coefficients entiers qui sont compatibles avec 
les deux relations 

(I) f(x) = 0, g(y) = 

sont, ou bien des conséquences nécessaires de ces relations, ou bien 
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des conséquences nécessaires des relations de l'un des systèmes 

P(z, a, 6) = 0, 
a?D,P(z, a, b) -t-D a P(z, a, 6) = 0, 
t/D,P(z, a, 6) + D>P(z, a, *) = 0, 

dans lesquelles a et b sont des entiers choisis de telle sorte que le 
polynôme RU, a, 6) soit sans diviseurs multiples. Ces dernières re- 
lations forment d'ailleurs, lorsqu'on y regarde z comme représen- 
tant la combinaison ax -f- ôt/, l'un quelconque des systèmes irré- 
ductibles en lesquels le système (I) peut être décomposé. 

Il résulte de là que le calcul des fonctions entières de \ et r t à 
coefficients entiers n'est pas complètement déterminé par les hypo- 
thèses faites sur ces symboles, puisqu'on parvient à des conclusions 
différentes suivant qu'on admet que les relations de l'un ou de l'autre 
des systèmes irréductibles qu'on vient de former sont vérifiées par 
ces symboles. Mais on peut ajouter immédiatement que si l'on 
assujettit des symboles £ et ^ à se composer entre eux et avec les 
entiers suivant les deux modes exigés et à vérifier les relations 

P(Ç, a,6)=0, 

ÊD c P(Ç,a, *) -+- D fl P(Ç, a, 6) = 0, 

tîD,P(C, a, &) + D t P(Ç,a,*) = 0, 

où Ç désigne l'expression a£-h 6tj, et qui comme on le sait se ré- 
duisent k deux relations distinctes seulement, ces conditions définis- 
sent d'une manière unique le calcul des symboles £ et tj. 

Le calcul ainsi défini est identique à celui du seul symbole Ç as- 
sujetti à posséder avec les entiers et avec lui-même les mêmes modes 
de composition et à vérifier la relation irréductible P(Ç, a, b) = 0. 
Enfin les symboles £ et y déterminés par les relations précédentes 
vérifient les relations /*(£) = 0, jfa) = 0, quel que soit le facteur 
irréductible du résolvant désigné par P(z, u, v). 

On reconnaît ainsi qu'il existe différents couples Rentiers algébri- 
ques (£, 7]) qui satisfont aux deux relations 

AO = 0, gh) = 

et que le calcul des fonctions entières à coefficients entiers de $ et de 
tj n'est pas le même pour tous ces couples. 

Nous sommes donc amenés à préciser, en partant d'un symbole Ê 
assujetti à vérifier la relation f[i) = 0, celui des symboles tj qui 
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peuvent vérifier la relation gfa) = 0, que l'on veut adjoindre au 
domaine [£]. Nous venons démontrer qu'il suffit pour cela de donner 
le facteur irréductible P(z, a, b) du résolvant qui doit s'annuler 
quand on y remplace z par la combinaison a\ 4-foj. Cette opéra- 
tion étant faite, le calcul des entiers algébriques £ et y\ est déterminé 
d'une manière unique; et nous avons établi qu'il est identique au 
calcul d'un seul symbole Ç — symbole qui est également un entier 
algébrique puisque Ç = al-t-by — assujetti à vérifier la relation 

irréductible 

P(Ç f a, 6) = 0. 

Il convient d'observer ici qu'on pouvait prévoir les résultats que 
nous venons d'obtenir. 11 est évident en effet que pour être assuré de 
ne rencontrer dans le calcul des symboles \ et v\ aucune ambiguïté, 
il est nécessaire et suffisant d'imposer à ces symboles des conditions 
telles que toutes les relations compatibles avec ces conditions en 
soient des conséquences nécessaires. Les relations par lesquelles nous 
définissons le calcul de £ et de *j et par suite ces symboles eux-mêmes, 
en tant qu'ils nous sont accessibles, doivent par conséquent former 
un système irréductible. Nous venons de voir comment il faut les 
choisir pour qu'il en soit ainsi. 

En résumé, l'analyse précédente nous permet de remplacer dans 
tous les cas l'adjonction à l'ensemble des nombres entiers de deux 
entiers algébriques bien définis — et nous savons ce qu'il faut en- 
tendre par là — par celle d'un seul entier algébrique que l'on sait 
également définir d'une manière précise. 

Nous pouvons donc conclure de là une manière de définir le cal- 
cul dans tout domaine [Ê, i), Ç, ] formé par des entiers 

algébriques qui vérifient les relations irréductibles à coefficients 

entiers 

AÊ) = 0, JM=0, A(Q = 0, 

à condition de préciser si cela est nécessaire, comme on a appris à le 
faire, la définition du symbole que Ton veut adjoindre à un domaine 
dans lequel le calcul est déterminé d'une manière unique. 11 est 
inutile d'ajouter que le calcul ainsi défini ne renfermera aucune 
contradiction puisqu'il est identique au calcul dans un domaine 
algébrique [a], où l'entier algébrique a est défini par une seule re- 
lation irréductible à coefficients entiers, 

R(«) = 0, 
que nous avons appris à former. 
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51. Revenons aux relations 

m = o, 9 (ii) = o, 



(I) l P(C, a, ft) = 0, 

où Ç représente la combinaison a? -h è*), qui nous ont permis de 
définir d'une manière unique le calcul de deux symboles S et ^ qui 
satisfont aux relations 

/«} = <), gM=0. 

Il est possible de substituer à ces relations (I) un autre système 
plus simple à certains points de vue, auquel nous allons parvenir 
en traitant Tune des questions posées dans un chapitre antérieur 
relativement au problème dont nous venons de nous occuper; nous 
voulons parler de la recherche de la réductibilité dans le domaine [P, 
dont nous rappelons ici l'objet : 

On suppose que Ton ajoute à l'ensemble des nombres entiers un 
nombre algébrique entier £, qui vérifie la relation irréductible 
d'ordre m : /"(£) = ; on demande de fixer ensuite le caractère de 
toute équation irréductible à coefficients entiers j(y)=0, au 
point de vue de la décomposition de son premier membre dans le 
domaine algébrique [£]. 

Formons pour cela le résolvant R(z, u, v) du système 

(D \ M ~°- 

w !»(!rt = o, 

et décomposons ce résolvant en ses facteurs irréductibles 

P<(*i «i »)i 
que nous supposerons en nombre égal à A. On a établi que ces 
facteurs sont essentiellement distincts et que le système (I) se 
décompose en h systèmes définis soit par une des identités en 

u et v : 

Y?i(ux -+- vy, u, v) = 

(4 = 1,8, .. ,A), 
soit par les relations 

P t .(z, a, b) = 0, 

*D,P<(z, a, b) H-D a P f (z, a, b) = 0, 

yD,P,(z, a, 6)h- D t Pt(z, a, 6) = 0, 

soit enfin par les relations 

P,(z, a, b) = 0, 
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Considérons maintenant les deux polynômes en y, Pf(aar-+-6y, a, b) 
et g(y) ; nous pouvons exécuter sur ces polynômes les opérations 
qui conduisent au plus grand commun diviseur et, si nous désignons 
par ¥(x) le dernier reste, il suffit d'observer que la relation 

¥{x) = 
est compatible avec la relation f\x) = pour en conclure que 
F(x) est divisible par f(x). On est ainsi conduit à trois identités de 
la forme 

P^ar + ty, a 9 b) = «^(a?, y)-+- A,/(ar), 

dfa y) = hWax -h by, a, b) 4- p#[y) -f- v./fa), 

où Ton désigne par «,, p £ , A t -, B,, X £ , f^, v, des polynômes entiers en 
x et y à coefficients entiers. Nous dirons que le polynôme di(x, y), 
qui est le dernier diviseur employé, est le plus grand commun divi- 
seur de ï*i(ax -+- ôy, a, b) et de g{y) suivant le module f(x), et nous 
entendons par là uniquement qu'on regarde comme nuls les mul- 
tiples de f[x). 

Considérons les identités en or et y qu'on vient d'écrire ; on en 
déduit immédiatement, en tenant compte des propriétés du résol- 
vant : 

JJ*(ar, y) = M(x, y).<Ky)+ N(x, y).f[x) 
et g{ij) = m{x, y) . JJrf«(ar, y) -h n{x, y).f\x), 

en désignant par M, N, m, n des polynômes entiers à coefficients 

entiers ; d'où l'on peut conclure en négligeant les multiples de f(x), 

c'est-à-dire en remplaçant x par un nombre algébrique £ qui vérifie 

la relation f($) = 0, 

M(?,y).ro(Ê,y) = l. 

Il suffit alors d'observer que dans le domaine [£] toutes les fonc- 
tions entières à coefficients entiers de £ dont le degré est inférieur 
au degré du polynôme f(x), sont des symboles distincts dont un seul 
est nul, pour conclure de là les identités en y : 

M($, y) = l et m(?, y)=l. 

On a donc l'identité en a: et en y : 

g(y) =J\Mx, y)+n{x, y).f(x), 
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d'où il résulte que nous savons former une décomposition du poly- 
nôme g(y) dans le domaine d'intégrité [£], défini par la relation 

m = o. 

Nous ajouterons que la manière dont nous avons obtenu les po- 
lynômes d t (x, y) montre que les relations 

4(5, y) = et d k (Ê, y) = 

sont incompatibles, c'est-à-dire que les divers polynômes d t {x, y) 
sont différents. 11 est clair en outre qu'il n'existe aucune décompo- 
sition de la forme 

d\ et d[ désignant des polynômes à coefficients entiers, sans quoi 

le système 

f[x) = 0, dix, y) = 

ne serait pas irréductible. 

Il est donc légitime de dire que la décomposition donnée du poly- 
nôme g(y) dans le domaine ? est une décomposition en facteurs irré- 
ductibles. 

Nous ferons enfin remarquer que cette décomposition est unique. 

Si nous avons en effet l'identité 

9(y) = IIW*' y) +p( x > y)-ft x )> 

on en conclut que la relation e k {x, y) = 0, où Ton peut supposer 
que x figure à un degré inférieur à celui de f(x), est compatible 
avec les relations f(x) = et g{y) = 0, d'où il résulte qu'elle 
est une conséquence nécessaire des relations de l'un des systèmes 

d<{x % y) = 0, 
f(x) = 

et une combinaison linéaire de ces relations. Admettons en outre 
qu'elle soit irréductible, c'est-à-dire qu'il n'existe aucune identité de 
la forme 

«*(*, y) = efa y ).<?#*, y) -h q[x, y).f(x) ; 

nous pourrons en conclure que le système 

f(x) = 0, 
**(*, y) = 
est irréductible, et par conséquent que d t (jr, y) est également une 
combinaison linéaire des relations de ce système. 
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Le raisonnement employé tout à l'heure montre alors qu'on a 
nécessairement 

**(*> y) = <*»(*, î/)> 

d'où résulte l'existence d'une seule décomposition de g(y) en fac- 
teurs irréductibles dans le domaine [£]. 

L'analyse précédente permettrait de remplacer l'adjonction au do- 
maine [?] d'un entier algébrique *) vérifiant la relation g[y\) = 
par celle d'un entier algébrique vérifiant une des relations 

<tt6, l) = 0, 
et l'on serait alors assuré, quand le degré de rf»(î, ij) par rapport à 
7) surpasse l'unité, de la nécessité d'introduire le symbole r t9 alors 
qu'il peut arriver en procédant comme on l'a fait plus haut que le 
domaine [£, ij] se réduise effectivement au domaine [£] ; mais il 
est préférable de raisonner symétriquement sur les symboles Ç et tj 
et de rapporter toujours leur définition à l'ensemble des nombres 
entiers. 

Le problème que nous venons de traiter a néanmoins une grande 
importance dans d'autres théories, telles que celle de la divisibilité 
des entiers algébriques dans le domaine [S] ; comme nous n'avons 
pas l'intention de parler ici de cette question, nous renverrons le 
lecteur aux beaux travaux de Kronecker et de M. Dedekind sur ce 
sujet. 

Ajoutons cependant que les deux relations 

A*) = 0, d i (x 1 y)=0 

peuvent remplacer les trois relations 

Pi[ax -h by, a, b) = 0, 
f{x) = 0, g(y) = 0, 

par lesquelles nous avons défini le calcul des symboles £ et rj, et 
que ces deux systèmes sont liés de telle sorte que toute relation de 
l'un d'eux est une combinaison linéaire des relations de l'autre. Ces 
deux relations constituent la forme particulière des équations de 
définition de Ç et de *) que nous avions annoncée plus haut. 

II. — 2' Méthode : Résolvante de Galois. 

52. Il a été établi dans les pages qui précèdent que le calcul dans 
un domaine algébrique est déterminé d'une manière unique et com- 
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plètement connu, lorsqu'on sait constituer ce domaine par des ad- 
jonctions successives d'un seul symbole à un domaine dans lequel 
le calcul est déjà connu. Il ne se présente d'ailleurs dans ce calcul 
aucune contradiction. 

Nous allons montrer qu'il en est de môme dans le cas où Ion 
ajoute simultanément, à un domaine dam lequel le calcul est déjà 
connu, tous les symboles distincts qui possèdent les modes de composi- 
tion que nous avons imposés aux entiers algébriques et qui vérifient en 
outre la relation 

A*) = o, 
où Ton désigne par f(x) le polynôme irréductible à coefficients en- 
tiers 

*"— Pi*"" 1 "H ~±Pn' 

Nous ayons déjà établi qu'il ne peut exister plus de n symboles 
distincts £ t , ? t , ..., €„ possédant ces propriétés et que ces symboles, 
mis respectivement à la place de x u x % , ... , a?„, devront nécessaire- 
ment vérifier les relations 

S 4 = Pi, S 2 = pi, . . . , S„ = p„, 

où l'on a désigné par S h S 2 , ..., S„ les fonctions symétriques élé- 
mentaires des x. 

On sait enfin que, réciproquement, lorsque ces dernières relations 
sont vérifiées, les symboles x l9 x u . . . , x n vérifient tous la rela- 
tion 

f(x) = 

et sont, à l'ordre près, identiques aux symboles £i, Es, ... , S*. 
Il reste donc à établir que les relations 

(A) $i=Pi, S 2 =p„ ..., S n = p B 

ne sont pas incompatibles et à montrer qu'elles suffisent pour dé- 
terminer le calcul des symboles x^ a? 2 , . . . , x n . 

Nous observerons d'abord que si le système (A) possède des so- 
lutions, ces solutions sont déterminées, car tout élément Xi de l'une 
d'entre elles devant vérifier la relation f[x t ) = ne peut être 
choisi d'une façon arbitraire dans un ensemble de symboles connus, 
parmi les nombres entiers par exemple. 

Cela étant acquis, la symétrie des équations (A) nous montre que 
lorsque les égalités 

x t = £i, x 2 = £,, . . ., x n = £ n 
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définissent une solution de ces équations, il en sera de même des 
égalités 

où Ton a désigné par r,, ?* 9 , . . . , r n les entiers i, 2, . . . t n, 
pris dans un mode arbitraire de succession. 

La suite r u r 9 , . . . , r n est dite former une permutation des en- 
tiers 1, 2, . . . , n, et il est facile d'établir qu'il existe un nombre 
de permutations di$tinctes y c'est-à-dire différant au moins par les 

places occupées par deux entiers, égal au produit i. 2 w, 

produit qu'on écrit simplement n !. 

Nous concluons de là que lorsque le système (A) admet une so- 
lution, il en admet certainement n ! ; sa résolvante générale est 
donc au moins de degré n !, et il suffit d'observer que d'autre part 
le degré de cette résolvante ne peut dépasser le produit des dimen- 
sions maxima des premiers membres des relations (A) pour en con- 
clure qu'il est précisément égal an!. 

Considérons maintenant le produit 

JJ(z — ti f * ri — u& Tt u n x rn ) 

étendu à toutes les permutations n, r 2 , ...,r n des entiers 
4, 2, . . . , n ; il est clair que ce produit est une fonction symé- 
trique des a?, car ses facteurs ne font que s'échanger lorsqu'on 
échange Xi et x k . Nous savons donc l'exprimer et cela d'une ma- 
nière seulement à l'aide des expressions Si, S,, ... , S n : 

JJ(z — 11^ — U&r, U n X rn ) = F(z, Si, S«, -, S n ) . 

Envisageons alors l'identité bien connue de Taylor : 
F(j, S lt Si, ..., S n ) = F(z, p u p 2 , ...,p n ) 

-H 2(S, —pi)D p .¥(z t p u p 2 , ..., p n ) -+-•••; 
elle nous montre, lorsqu'on y remplace z par l'expression 

UtXi -f- u& 2 -+- h u n x„, 

auquel cas on a identiquement par rapport aux x : 

F(z, S„S t , ...,S„) = 0, 
que la relation F(z, p u p^ ..., p n ) = 

est une conséquence nécessaire des relations 

(A) Si = p u S, = p îf . . . , Sn = p n 
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et une combinaison linéaire de ces relations. Nous pouvons donc 
affirmer que celte relation 

F(z, p,. p a , . . . , p») = 
est la résolvante générale du système (A), et nous établissons ainsi 
que cette résolvante renferme effectivement s, c'est-à-dire que les 
relations (A) ne sont jamais incompatibles. 

53. Il est facile de montrer que la résolvante 
F(*>Pi. P» ...,p„) = 
n'a pas de diviseurs multiples, lorsque les u sont indéterminés. Consi- 
dérant pour cela le polynôme 

F(S, S lf S 2 , . . , S n ) = JJ(Z — UiXr — UtX^ U a X rn ) 

et rappelant que le discriminant de ce polynôme est le produit 

JJ[iii(ar ri — x Sl ) -h Wî(a? rf — x, % ) -i h u n (x rn — x t J] 

étendu aux ni (ni — i) combinaisons deux à deux des ni expres- 
sions 

Wi-T ri + u % x rt -i h u n ar v 

nous formerons dans ce discriminant, qui est homogène en 
«i, «a, ...» Mm le coefficient d'un terme que nous définissons 
de la manière suivante : prenons parmi tous les termes du discri- 
minant tous ceux qui contiennent t*i à Tordre le plus élevé où il 
ligure dans ce discriminant, puis parmi ceux-là tous ceux qui renfer- 
ment M a à l'ordre le plus élevé, et ainsi de suite. 

Il est clair que Ton parvient ainsi à un terme bien déterminé et 
qui ne peut être obtenu dans le produit précédent que d'une seule 
manière ; le coefficient de ce terme est donc un produit de diffé- 
rences {ri — x k ), et la symétrie du polynôme exige que chacune 
de ces différences y figure le njémc nombre de fois. On conclut de 
là que le coefficient du terme considéré est une puissance du discri- 
minant du produit 

(x — xi){x — x t )...{x — x n ), 
c'est-à-dire du polynôme 

x* — Si**- 1 + S**"- 2 ±: S„. 

Il suffit maintenant d'observer que Ton passe de 
F(z, Si, S s , . . . , S„) 



CALCUL DES ENTIERS ALGÉBRIQUES 241 

au résolvant F(z, p u p*, . . . , p n ) en remplaçant simplement S, 
par pi, pour conclure de là que le coefficient du terme considéré 
dans le discriminant du résolvant est une puissance du discri- 
minant b r du polynôme f{x). 

On peut donc dire que si le polynôme f(x) est sans diviseurs multi- 
ples, le discriminant du polynôme F(z, pi,p a , ... , p»), qui est 
homogène en u x , ti t , . . . , u n , ne sera pas identiquement nul et 
par suite que ce polynôme sera aussi sans diviseurs multiples, 
lorsque les u sont indéterminés. 

54. Ces résultats étant acquis, rien n'est plus facile que de définir 
des symboles distincts £ t , £*,..., £n qui vérifient la relation 

f{x) = 
et de montrer comment on déterminera le calcul de leurs fonctions 
entières. Désignons à cet effet par R(z, u) le résolvant 

F(z,p l5 p s , ...p n ) 
considéré comme fonction des z et des m, et par G(z, u) l'un de 
ses diviseurs irréductibles lorsque les u demeurent indéterminés ; 
nous savons que si les entiers a u a 8 , . . . , a n sont choisis de telle 
sorte que le polynôme R(z, a) n'ait point de diviseurs multiples, le 
polynôme G(z, a) sera irréductible. 11 suffira donc d'ajouter à l'en- 
semble des nombres entiers un symbole î assujetti à posséder les 
modes de composition imposés aux £ et à vérifier la relation 

G(Ç, a) = 0, 
pour obtenir à l'aide des relations 

^GM+D ai G(i;,a) = 

(î = l,8, ...,n) 

l'expression explicite de n symboles £ t , 5„ ..., £ n qui possèdent 

les modes de composition exigés et vérifient les relations (A). Ces 

symboles sont nécessairement distincts, car ils vérifient l'identité 

A*)=(*-6tX*-«d».(*-U 

et nous savons que le discriminant de f[x), qui est alors identique 
au produjt JJ(?» — S*)* est différent de zéro . 
Si l'on observe d'autre part que l'on a 

Ç = aù + a^-] Ha„£ n , 

ainsi qu'il résulte de l'homogénéité du polynôme G(z, a u a 2 , ..., «„)• 

THÉORIE DES NOMBRES 16 
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on en conclut que le domaine algébrique [£ t , £ 2 , •••> £»] est identique 
au domaine constitué par le seul entier algébrique î, c'est-à-dire au 
domaine [Çj. Il résulte de là que dans ce domaine [î 4 , d, . . ., t,], 
le calcul est déterminé d'une manière unique, complètement 
connu et qu'il ne renferme point de contradiction. 

55. Il convient de répondre immédiatement à une question que 
suggèrent les remarques précédentes : Lorsque le résolvant Ru,u) 
est irréductible, il n'existe qu'une seule manière de définir (, car 
la relation R(z, a) = 0, conséquence nécessaire des relations (A), 
est irréductible; le calcul des entiers £„ d, ..., S» est donc déter- 
miné d'une manière unique par la définition que nous avons donnée 
de ces entiers, et la méthode que nous employons pour les définir à 
l'aide de Ç est nécessaire. Qu'arrive-t-il lorsque ce résolvant ad- 
mettant des diviseurs G*(z, u), nécessairement distincts, le pro- 
cédé que nous venons d'indiquer conduit à des définitions distinctes 
du symbole Ç, suivant que l'on part de l'un ou de l'autre des divi- 
seurs irréductibles du résolvant ? 

Nous observerons d'abord que la relation R(z, a) = 0, qui est 
une conséquence nécessaire des relations (A), entraine nécessaire- 
ment Tune des relations G*(z, a) = et que cette dernière exclut 
toutes les autres relations de cette forme. Si l'on ajoute que les 

équations 

R(z, a) = 0, 

a?,D,R(z, a)H- D a .R(z, a) = 

(î = l,2, ...,n) 

forment un système équivalent aux relations (A), il sera clair qu'on 
ne peut déduire des relations (A) aucune raison pour égaler à zéro 
l'un des facteurs irréductibles de R(z, a) de préférence à un au- 
tre. Il est donc nécessaire d'égaler à zéro l'un de ces facteurs choisi 
d'une manière arbitraire, et la relation ainsi obtenue compatible 
avec les relations (A) n'est pas une combinaison linéaire de ces re- 
lations. 

Supposons qu'on ait défini Ç par la relation G(î, a) = ; nous 
pouvons prévoir aisément le changement produit lorsqu'on rem- 
place Ç par le symbole Ç* défini par la relation 

G*fl*, a) = 0. 
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Nous savons en effet que si Ton a 

U)çG(î,a) + D B .G(î,a)=0 
(• = 1,8, ...,n), 
toutes les solutions du système (A) sont obtenues et obtenues une 
seule fois en écrivant 

x, = £ v x 2 = Ij . ., x n = tr u , 

où Ton désigne par r u r 2l ..., r n Tune quelconque des n ! permu- 
tations des entiers 1, 2, ..., n. Si Ton considère par conséquent 
les symboles tqi, ^ ,..., ^ n définis par les relations 
rii\G k {t k , a)-hD a .G,(^, a) = 
(• = 1,2, ...,»), 

ces symboles sont simplement les entiers algébriques Si, € 3 , ..., £ n 
rangés dans autre ordre. Supposons par exemple r ti = Ç fa , la suite 
k u kf, ...,k n désignant une certaine permutation des entiers 1, 
2, ..., n ; la substitution de G*(z, a) à G(z, a) équivaut unique- 
ment à appeler Ç, l'entier algébrique désigné par S fa dans la pre- 
mière hypothèse. 

Fixer le facteur irréductible de R(s, a), c'est donc préciser 
dans une certaine mesure la notation des entiers algébriques ?,, 
Si, ..., ?„, d'où il résulte qu'il est légitime de dire que les relations 
(A) permettent dans tous les cas de définir d'une manière unique le 
calcul de symboles ?i, £ 2 , ..., ?„ qui vérifient ces relations ou bien 
l'identité en x 

/[*)=(* -e.x*-y-»(*-ej. 

56. L'équation irréductible G(z, a) = dont Ç est par défini- 
tion l'une des racines, a été considérée en premier lieu par Galois 
qui en a fait le fondement de sa théorie des équations ; nous l'appel- 
lerons suivant l'usage, résolvante de Galois de l'équation f(x) = 0. 
Signalons-en ici une propriété importante, sur laquelle nous revien- 
drons d'ailleurs plus tard : tous les entiers algébriques qui vérifient la 
relation G(z, a) = sont des fonctions entières à coefficients entiers 
d'un quelconque d'entre eux. 

Nous venons de voir en effet que si l'on désigne par Ç l'un de ces 
entiers algébriques, les relations 

l i D$(li,a) + l) a G(t,a) = Q 
(i = 1, 2, ..., n) 
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donnent l'expression des £ comme fonctions entières à coefficients 
entiers de Ç. Si Ton observe que toutes les solutions de la résol- 
vante générale R(z, a) = s'obtiennent en écrivant 

z = a^ + a£r t H h a B î v 

ri, r 2 , ..., r n désignant une permutation quelconque des entiers 
1, 2, ..., n, ainsi qu'il résulte de la façon dont nous avons obtenu 
cette résolvante ou encore de la symétrie des relations (A), on en 
conclut que tous les entiers algébriques qui vérifient la relation 
R(z, a) = sont des fonctions entières à coefficients entiers de Ç, ce 
qui comprend en particulier la propriété annoncée de l'équation 
G(z,a)=0. 

Il importe également d'attirer l'attention sur une conséquence 
immédiate de l'analyse précédente. Appelons équation normale 
toute équation irréductible à coefficients entiers qui possède la 
propriété qu'on vient d'établir pour la résolvante de Galois, 
autrement dit toute équation telle que tous les entiers algébri- 
ques qui la vérifient soient des fonctions entières à coefficients en- 
tiers de l'un d'entre eux ; appelons également entier algébrique 
normal tout entier algébrique qui vérifie une équation normale ; on 
pourra énoncer la proposition suivante : 

Tout entier algébrique est fonction entière à coefficients entiers d'un 
entier algébrique normal; d'où l'on conclut qu'on devra chercher parmi 
les entiers algébriques normaux^ les symboles-types qu'il est nécessaire 
d'introduire dans le calcul pour que toute équation irréductible à coef- 
ficients entiers ait un nombre de racines distinctes égal à son degré. 

57. Revenons maintenant au sujet de nos recherches, qui consiste 
à définir le calcul des entiers algébriques dans tout domaine que 
l'on peut constituer en ajoutant simultanément à un domaine dans 
lequel le calcul est déjà connu, tous les entiers algébriques qui vé- 
rifient une môme équation irréductible à coefficients entiers. 

Nous avons montré comment peut se faire la première adjonc- 
tion, l'équation dont on adjoint les racines étant f(x) = 0, et 
nous avons établi par là la possibilité de définir logiquement n 
racines de cette équation. Considérons le domaine [(] ainsi obtenu 
et proposons-nous d'adjoindre à ce domaine les p racines de l'é- 
quation irréductible de degré p à coefficients entiers : g(y) = 0. 
Nous savons que cette opération équivaut à l'adjonction au domaine Ç 
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d'un seul entier algébrique 8, défini par une relation irréductible à 

coefficients entiers : 

H(6,6) = 0, 

que nous avons d'ailleurs appris à former. On est donc amené à 
définir le calcul dans le domaine algébrique [Ç, 6], les symboles 
Ç et 6 étant assujettis à vérifier les relations irréductibles à coeffi- 
cients entiers 

G(t «) = 0, 

H(6, b) = 0. 

C'est là un problème que nous avons résolu au début de ce cha- 
pitre. On y a établi que le domaine [Ç, 6] est identique à un domaine 
[<p] formé par l'adjonction d'un seul entier algébrique <?, défini par 
une équation irréductible à coefficients entiers que l'on sait former, 
entier algébrique qui est d'ailleurs de la forme u Ç-h v o 0, u et v 
étant deux entiers ordinaires ; d'où il résulte que le calcul est déter- 
miné dans ce domaine et ne renferme point de contradiction. 

Il convient d'observer en passant que lorsque le résolvant du 

système 

G(z,a)=0, 

H(*, 6) = 
est irréductible, on est amené à préciser la racine de la seconde 
équation que Ton désignera par 8 et qu'on adjoint au domaine [(], 
c'est-à-dire à préciser encore la définition de chacun des entiers 
algébriques i) t , *)*, ..., ^ qui vérifient la relation g{y) = 0, en 
tenant compte de la manière dont ils se comportent vis-à-vis d'une 
racine Ç de G(z, a) = 0. 

Nous ferons également sur l'entier algébrique ? que nous venons 
de considérer une remarque importante. Il résulte de la propriété 
des résolvantes de Galois signalée tout à l'heure, que si l'on a 

G;C,a) = 0, 

H(6, b) = 0, 

on peut également écrire les identités en z et en / : 



G(z, a) = ![[*- MO], 



en désignant respectivement par X,(Ç) et p*(6) des polynômes en- 
tiers à coefficients entiers en Ç et en 0, tels que Ton ait 
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et qui représentent tous les nombres algébriques entiers qui véri- 
fient les deux relations 

G(z,a) = 0, 

HU , b) = 0. 
On conclut de là que le résolvant du système formé par ces deux 
relations est décomposable en facteurs linéaires de la forme 

uz-\-vt — uX,(Ç) — v\k k {B) y 

et par conséquent que si Ç et sont des fonctions entières à coeffi- 
cients entiers de l'entier algébrique <?, défini par la relation 

? = w £ ■+■ «\A 
toutes les autres racines de l'équation résolvante qui sont les ex- 
pressions u X,-(Ç) + t> *[A(8) sont également des fonctions entières 
à coefficients entiers de <?. L'entier algébrique <p est par conséquent un 
entier algébrique normal, et la méthode que nous employons pour 
définir le calcul dans un domaine que Ton sait former en ajoutant 
simultanément, à un domaine formé de même, tous les entiers 
algébriques qui vérifient une même équation irréductible à coeffi- 
cients entiers, ne conduit à ajouter à l'ensemble des entiers ordi- 
naires que des entiers algébriques normaux. 

Tout domaine de cette nature s'obtient donc en ajoutant à l'ensemble 
des nombres entiers, un seul entier algébrique normal convenablement 
choisi, d'où il résulte que le calcul y est défini d'une manière uni- 
que et ne renferme aucune contradiction. 

58. Il convient de faire immédiatement, sur ce calcul, quelques 
observations importantes qu'on développera plus loin d'une manière 
complète. 

Considérons le domaine [? t , £ s , ..., &,] formé par les entiers 
algébriques d, €„ . ., ( n que nous avons définis par les relations 

G(Ç, a) = 0, 

^G(î,a) + D a .G(;,a) = 
(i = i,2, ..., n); 

nous savons que si l'on désigne par « le degré du polynôme G(s, a), 
les polynômes à coefficients entiers de degré inférieur à a 
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représentent tous les entiers algébriques qui vérifient la relation 
G(z, a) = ; proposons-nous de rechercher quel est reflet de la 
substitution à Ç d'une autre racine Ç* = X*(Ç) de la résolvante de 
Galois sur la définition des symboles £ t , ? s , ..., ?* et sur le cal- 
cul de leurs fonctions entières à coefficients entiers. 

On sait a priori que les entiers algébriques ?î, & ..., S* définis 
par les relations 

ei)ç Jfc G(Ç fcl a)H-D^G(Ç* f a) = 

(«• = «,» n) 

sont simplement les entiers algébriques Ç M £ 2 , ..., £>t rangés dans 
un ordre convenable, si l'on a par exemple 

en désignant par k u k 2 > ..., k n une permutation déterminée des 
entiers 1 9 2, ..., n, la substitution de Ça à Ç équivaut à appeler 
& rentier algébrique appelé £ w dans la première hypothèse (*). En 
d'autres termes, aux diverses racines Ç t = Ç, Ç,, . . , ^ delarésol- 
vante de Galois correspondent diverses permutations des éléments 
£i, Sa, . . ., î« qu'on peut désigner par P t , P 4 , . ., P a , et la sub- 
stitution de Ça à Ç remplace les éléments de P* par les éléments de 
même rang dans P t . 

Nous observerons également que le calcul des fonctions entières 
à coefficients entiers de î t , £ 2 , . . , £*, qui est déterminé d'une 
manière unique par la définition qu'on a donnée de ces symboles à 
l'aide de Ç, est nécessairement identique au calcul des fonctions 
entières des symboles ?î, £{, . . . , £*, qui sont définis de la même 
manière à l'aide de Ç*. Cela résulte immédiatement de ce que tou- 
tes les relations entières à coefficients entiers en Ç restent vraies 
pour Ça, ou encore de ce que les deux calculs dont on vient de par- 
ler se déduisent uniquement des relations identiques 

G(Ç,a)=0, 

G(Ça, a) = 0. 



(•) Il est bien évident qu'on ne peut avoir pour toute valeur de i Ç» = Ça,-, 
puisque C et Ça sont distincts et liés aux £ par les relations 

Ç = afo H h au*, Ça = a x \k x H -h aJLk^ ; 

la substitution de Ça à \ produit donc véritablement un changement dans la défi- 
nition des Ç. 
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On conclut de là que si Ton considère par exemple une relation 
entière à coefficients entiers 

F(E., E„ ..,y = o, 

elle reste vraie lorsqu'on y remplace respectivement Et, Es, ..., £■ 
par î*i, E*a. ..., E*. et cela quel que soit k. Il existe donc dans le 
calcul des fonctions entières de Ei, E„ ..., En une certaine symétrie dé- 
finie par les permutations 

* l> *î> '"i *a, 

symétrie que nous nous bornons à reconnaître ici et que nous étu- 
dierons de plus près dans la suite. 

59. Nous avons étudié dans les pages qui précèdent la constitu- 
tion des domaines algébriques par des adjonctions successives de 
Tune des racines d'une équation irréductible à coefficients entiers 
ou de toutes les racines d'une équation de cette nature. Il est facile 
de montrer que tous les domaines algébriques s'obtiennent néces- 
sairement par l'un ou l'autre de ces procédés. 

Considérons en effet un système irréductible quelconque de rela- 
tions entières à coefficients entiers entre des symboles 

nous désignerons par R(z, u) sa résolvante générale que Ton sup- 
posera renfermer z, le coefficient de la plus haute puissance de z 
étant l'unité. 
Nous savons qu'alors on peut substituer au système donné les 

relations 

R(z, u) = 0, 

£,D s R(z, w)-+- D M ,R(z, u) = 
(i = 1,2, ..., n), 
où z désigne la combinaison 

ti,0?i H- U % Xi -+- ... H- UnPCn. 

Il résulte de là que si les a sont choisis de telle sorte que le po- 
lynôme R(z, a) n'ait point de diviseurs multiples, le système consi- 
déré aura autant de solutions dans un domaine quelconque que 
l'équation RU, a) = y a de racines. 

En particulier, si Ton ajoute à l'ensemble des entiers un des en- 
tiers algébriques qui vérifient la relation irréductible 

RTC, a) = 0, 



^d 
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le système donné sera vérifié par les entiers algébriques 

Ml Sî, . . . , SU 

définis par les relations 

? < DçR(C,a)-hD fl4 R(Ç,a) = 
(i=i,2, ...,n). 

On pourra donc exprimer d'une manière explicite les éléments de 
toutes les solutions du système en introduisant dans le calcul 
toutes les racines de l'équation irréductible à coefficients entiers 

R(z, a) = 0, 
et le nombre de ces solutions distinctes est précisément le degré de 
cette résolvante générale. 

Il convient enfin d'observer que le domaine algébrique défini par 
les éléments de toutes ces solutions est simplement le domaine 
formé en ajoutant aux entiers l'une des racines de la résolvante de 
Galois de l'équation R(z, a) = ; c'est donc un domaine algé- 
brique normal, c'est-à-dire un domaine constitué par l'adjonction 
aux entiers d'un entier algébrique normal. 

III. — Équations spéciales, leur groupe. 
60. La définition que nous avons donnée des racines 

?i, ?2, . . . , Çn 

de l'équation f{x) = 0, à l'aide d'une racine £ de la résolvante de 

Galois 

G(z,a}=0, 

conduit de la manière la plus naturelle à une classification des équa- 
tions irréductibles, que nous allons maintenant présenter. 

Examinons d'abord une équation f[x) = pour laquelle le sys- 
tème 

(A) Si = pu S, = p a , ... , S» = p n 

est irréductible, c'est-à-dire pour laquelle la résolvante générale de 

ce système : R(z, u u Ws, ... , u n ) = est irréductible lorsque 

les u sont indéterminés. On a vu que la résolvante de Galois est 

alors 

Rfz, a u a 2 , ... , a n ) = ; 

on observe qu'elle est de degré n!, d'où il résulte qu'en rempla- 
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çant S par une quelconque de ses racines, on peut remplacer les 
éléments de la suite £t, £ s , ... , £„ par les éléments de même rang 
dans une permutation quelconque. 

Toute relation entière en Et, €1, . . ., E n à coefficients entiers de- 
meure donc vraie lorsqu'on y remplace respectivement 

par les éléments correspondants Ç^, E^, ..., E/^ d une permutation 
quelconque P k . 

C'est d'ailleurs ce que Ton peut conclure aussi d'une propriété des 
systèmes irréductibles signalée antérieurement : Toute relation en- 
tière en x u x it ..., x H à coefficients entiers, compatible avec les 
relations (À), est une combinaison linéaire de ces relations. 

Il résulte de là que si Ton considère le domaine [?,, Ei, ... , E«] 
comme constitué par les fonctions entières de Et, Es, ... , E* à 
coefficients entiers qui sont de degré au plus égal à (n — i) par 
rapport à Ei, aucun des éléments ainsi obtenus, si ce n'est zéro lui- 
même, ne peut être nul ; tous ces éléments doivent donc être re- 
gardés comme des symboles distincts, et la forme que nous leur 
donnons permet de trouver et de représenter sans ambiguïté la 
somme et le produit de deux d'entre eux. 

Les équations irréductibles à coefficients entiers qui possèdent la 
propriété précédente, c'est-à-dire pour lesquelles le système 

(A) S t = p u S 2 = p 2 , . . . , S„ = p n 

est irréductible, sont dites générales ; les autres sont appelées spé- 
ciales, c'est de ces dernières que nous allons maintenant nous oc- 
cuper. 

Nous supposons par conséquent le résolvant R(z, t*i, u* y ..., m«) 
du système (A) réductible lorsque les u demeurent indéterminés 
et nous désignons par Gi(z, u), G 8 (z, u), ..., G>(z, u) ses 
divers diviseurs irréductibles. On sait qu'alors la résolvante de Ga- 
lois est toute équation Gi(z, a) = 0, dans laquelle les a sont choi- 
sis de telle sorte que le polynôme en z qui en forme le premier 
membre n'ait pas de diviseurs multiples. Admettons qu'on ait choisi 
d'une manière arbitraire la relation 

O/Cfl) =0 
pour définir Ç et par suite les entiers algébriques Ei, E*, . , E* 
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par les formules 

U>çG.(Ç, a) -+- Da.G^Ç, a) = ; 

nous rappelons que si a désigne le degré du polynôme Gi(z, a) 
et si les polynômes 

X t (Ç)=Ç, X,(Q, ..., X.(Ç) 

représentent les divers entiers algébriques qui vérifient l'équation 

G,(z, a) = 0, 
la substitution de X*(Ç) à Ç dans la définition des £ équivaut à 
remplacer î t par le symbole £* qui occupe le même rang dans une 
permutation convenable P* des S. Nous avons déjà fait observer 
que cette substitution de X*(Ç) à Ç ne change en rien le calcul dans 
le domaine [Ç], d'où il résulte que /oute relation entière en î t , 
£2, ••-, 5« à coefficients entiers demeure vraie lorsqu'on y remplace 
respectivement par les éléments i u £1 ..., £ n rfe/a permutation P t /e* 
éléments de même rang î*„ ?*„ ..., £a b de toute permutation P* qui 
appartient à la suite P t , P a , ..., P a . 

On peut aussi parvenir à cette proposition de la manière suivante : 
Considérons l'équation Gi(z, a) = où z représente la combi- 
naison a i x l -ha i x i -h ...-f-a„ar« et qui définit quand on l'ajoute 
aux relations (A) l'un des systèmes irréductibles en lesquels le sys- 
tème (A) se décompose. Nous savons que 

X,(Ç)=a.ÇH HaJ„ 

et 

**(Ç) = «iSft.H hfl»^ 

sont deux racines de cette équation, il en résulte que les égalités : 
Xl = Et, *ï = ? 2 , . ., x n = ? n , 

*i = Éjkp *i = E* t , . . • , a? w = £*„ 

définissent deux solutions du système irréductible considéré. Si 
l'on observe que la première d'entre elles est également définie par 
les égalités 

. x k% = Ç^, x kf = ik t i • . . , ff* B =^= î^i 

on pourra en conclure que le système irréductible dont la résolvante 
générale est 

Gi(ff** t -+- u&k t H h u n x kn , u) = 

admet une solution du système irréductible dont la résolvante géné- 
rale est 
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GifaiXj -+- v*xt -+- h u n x n , u) = 0, 

et par suite que ces deux systèmes sont identiques. 

L'ensemble des équations qui définissent le système irréductible 
considéré demeure par conséquent le môme lorsqu'on remplace res- 
pectivement par x u Xi, ..., x n les éléments de même rang x ki , 
ff*,, . • • » x kn de la permutation P* des x. 
On conclut de là que toute relation 

Gifai*^ 4- a % x^ H h a n x kn , a) = 

est une combinaison linéaire des (n -h 1) relations : 

Si = pi, S 2 = p s , . . . , S n = p,,, 

G^cr,*, -h a*r* -h ■ • • -+- a n x„ a) = 0, 

qui définissent le système irréductible considéré, ce qui établit la 
proposition annoncée plus haut. 

61 . Il convient d'appeler ici l'attention sur une propriété remar- 
quable du système des permutations P,, Ps, . ., P a . 
Nous savons que si 

Ç = atÇt-f-a*^ -+-... H- fliÊi 
désigne Tune des racines de la résolvante de Galois G t (z, a) = 0, 
toutes les racines de cette équation sont 

x,(Q = C, MQ, ..., x a (î). 

Il résulte de là que la suite des polynômes ' 

que nous écrirons plus simplement 

Xl(Xfc), X s (X k ), • • • i *a(**)i 

représente également toutes ces racines ; cette suite est donc une 
simple permutation des éléments Xi, X 2 , ..., X a . Admettons que 
Ton ait par exemple 

X,(X*) = X(i,*), 
en désignant par (i, k) un entier convenablement choisi dans la 
suite 1, 2, ..., a; l'opération précédente remplacera respective- 
ment les éléments X,, X t , ..., X a par les éléments de môme rang 
dans la suite X (1>A) , X (2 , A) , ..., \* tk) . 

D'autre part, substituer X A (Ç) à Ç équivaut à remplacer par les 
éléments de Pi les éléments correspondants de P*; on peut 






CALCUL DBS ENTIERS ALGÉBRIQUES 253 

donc dire que cette opération remplace d'une manière générale par les 
éléments de Pj les éléments correspondants de P^, c'est-à-dire 
remplace par les permutations 

Pi, P*, ..., P a 

les permutations de même rang dans la suite 

P(i.*)i 1\».*), • • ■ » P(*.*). 

qui est composée des mêmes permutations. En d'autres termes, le sys- 
tème des permutations P|, P s , ..., P a se reproduit lorsqu'on y effec- 
tue sur les Ç le changement qui conduit de P* àP,, et le changement 
qu'éprouvent les P est inverse de celui qu'éprouvent les racines X(Ç) 
de la résolvante de Galois. 

A toute équation spéciale correspond donc un système de permu- 
tations de n lettres £,, Ç, — , £« parmi lesquelles figure P t et 
qui possède la propriété précédente ; nous verrons tout à l'heure 
comment on a fondé sur cette remarque la classification des 
équations spéciales. Pour l'instant nous nous bornerons à 
signaler encore la propriété suivante du système des permutations 
1\, P 2 , . . . , P a : On a vu que lorsque 

U& + "&-+- • '+M„in 

.représente Tune des racines de l'équation 

G,(Z, W,. U 2 , .., Un) = 0, 

il en est de même de u^ kx -+- u 2 Ê* s -+- ...-+- !/„£*„ ; il suffit d'observer 
qu'on peut écrire la première expression sous la forme 

"*,?*, + Wjfc^A, H H Uklk n 

pour en conclure que l'on passe de la seconde à la première en 
remplaçant respectivement par t* t , u tl ... , u n les éléments u^, 

Le polynôme G 4 (z, u u u à , ... , u n ) demeure par suite invariable 
lorsqu'on effectue sur les u le changement qui conduit de P* à P t en 
désignant par P k l'une quelconque des permutations P,, P 2 , ..., P a . 

Nous venons de constater de diverses manières l'existence dans 
le calcul des fonctions entières à coefficients entiers de 

£1, Sa» • • • i ?m 

d'une certaine symétrie définie par les permutations 

Pi, Pîi • • • i Pa » 
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il est facile de montrer qu'il n'existe pas d'autres changements des £ 
qui transforment en elles-mêmes les tables d'addition et de multi- 
plication de leurs fonctions entières. Nous allons y parvenir en fai- 
sant voir comment tous les systèmes irréductibles qui correspon- 
dent à l'équation donnée dérivent de l'un d'entre eux, par exemple 
de celui que nous avons choisi. 
Désignons à cet effet par 

l'une des racines de la résolvante 

G r (z, u u u,, ..., u n ) = 0, 

et considérons l'expression u ri \r x -f- u^ + ...-+- tir*^ qui repré- 
sente une racine de l'équation 

G,(z, ut, w 2 , ..., tfj =0. 
11 est clair que l'équation 

G r (z, « r| , u v ... , u rn ) = 
admet l'une des racines de l'équation précédente ; on en conclut que 
leurs premiers membres sont identiques. 
Les diverses résolvantes dérivent donc de l'une d'entre elles 

Gi(z, u u u„ .-. ., u n ) = 

en y remplaçant respectivement les éléments u r , u r ,... , i^ d'une 
permutation convenable des u, par u x . u,, ... , w«. Elles son 
par suite de même degré en z, et si nous désignons par p leur nom- 
bre, on a 

ap = n !. 

Il suffît d'observer que le système irréductible de relations entre 
Xi, x a> ..., x n déduit de l'identité 

Gr(K,Xi -h . . -+- U n X n , U U ..., U n ) = 

dérive de celui qu'on a adopté pour définir les £, c'est-à-dire de 
celui qui correspond à l'identité 

Gi(WiX, -+- . . . -+- u n x„i u u . . . , u n ) = 0, 

en remplaçant dans ce dernier les éléments x„ x„ . .., x n par 
les éléments x ri , x rj , . . , x rn , pour en conclure que la même 
opération effectuée sur les £ conduit à de nouvelles tables de calcul 
incompatibles avec les premières. Les seuls changements qui n'altè- 
rent pas les tables d'addition et de multiplication des fonctions en- 



CALCUL DES ENTIERS ALGÉBRIQUES 255 

iières à coefficients entiers de Ç t , ^, ..., J n sont donc ceux qui 
conduisent de P, à P*, lorsque P* fait partie de la suite 

PP. P 

62. Les résultats précédents sont susceptibles de prendre une 
forme très élégante par l'introduction et l'emploi systématique 
d'une notion dont nous avons fait jusqu'à présent un usage cons- 
tant, sans toutefois la mettre en évidence, notion que nous allons 
maintenant présenter. Étant données n lettres a u a,, ..., a», on 
appelle substitution de ces n lettres l'opération qui consiste à rem- 
placer respectivement a u a % , ..., a n par a rj , a rv ..., a r ^ où 
Ton désigne par r u r 2 , ..., r n une permutation quelconque des 
entiers 1, 2, . . . , n. Une substitution est donc complètement 
définie lorsqu'on donne avec chacun des entiers de la suite 
1, 2, ..., n celui par lequel on le remplace, et il est clair que le 
nombre des substitutions différentes est égal à n ! lorsqu'on y com- 
prend l'opération qui n'altère aucun de ces entiers et qu'on appelle 
substitution identique. Nous ferons remarquer en outre qu'à toute 
substitution qui remplace l'entier i par l'entier r ( correspond la 
substitution qui remplace r t par i et qui est dite Y inverse de la 
première. 

Les propriétés les plus importantes des opérations que nous ve- 
nons de définir dérivent de l'existence d'un mode de composition de 
ces opérations entre elles, qui possède des propriétés extrêmement 
simples : désignons par la lettre unique s la substitution qui rem- 
place d'une manière générale l'entier i par l'entier s, et par t la 
substitution qui remplace de môme l'entier i par l'entier t t ; cette 
dernière opération remplacera l'entier $i par un certain entier que 
nous désignons d'une manière générale par u iy et il est clair que 
la substitution u qui remplace directement l'entier i par u ( produit 
le même changement que les substitutions s et t effectuées Tune 
à la suite de l'autre et dans l'ordre indiqué. Cette substitution u est 
le résultat d'une composition des substitutions s cl t, k laquelle, 
en raison de ses propriétés, on a donné le nom de multiplication (*) ; 

(*) On verra bientôt que ces propriétés sembleraient légitimer tout aussi bien 
l'emploi du nom addition, mais nous ajouterons immédiatement que dans d'autres 
parties des mathématiques, on considère simultanément le mode précédent et un 
autre mode qui possède alors les propriétés de l'addition des entiers. 
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la substitution u est alors appelée produit de s par t; s est le mul- 
tiplicande, t le multiplicateur. Si nous convenons d'écrire 

. s.t = u, 
nous pourrons définir le produit de trois substitutions en posant 

r.s.t = (r.s).t, 
(r.s) désignant le produit de r par s\ on reconnaît immédiatement 
alors qu'on a aussi r.s.t = r. (*.*), c'est-à-dire que la composi- 
tion considérée est associative. En effet, la substitution (r.s) remplace 
l'entier i par l'entier r t . et la substitution / remplace ce dernier 
par l'entier r. qui peut évidemment être obtenu aussi en rempla- 
çant dans r t l'indice i par *,.. 

Nous ajouterons immédiatement que la composition dont il s'agit 
n'est pas commututive, c'est-à-dire qu'on n'a pas 

s.t = t. s, 

ainsi qu'il résulte de l'expression des entiers s t . et t,. que ces opé- 
rations substituent à l'entier i ; c'est là une circonstance qui la dis- 
tingue de la multiplication des entiers ordinaires et qui est la raison 
de la difficulté, et aussi d'ailleurs de l'intérêt, que présente l'étude 
des substitutions au point de vue où nous les envisageons. 

Si l'on observe que la substitution identique peut être négligée 
dans un produit, soit comme multiplicande, soit comme multipli- 
cateur, on pourra la représenter par l'unité, et comme d'autre part 
le produit d'une substitution s par la substitution inverse est tou- 
jours la substitution identique, on est conduit à désigner cette der- 
nière par 5~ f et à écrire 

s. s-* = 1. 

Il résulte de là que les relations 

s.t = u, 

s'.t = u 
entraînent nécessairement 

s.t.t~ l = u.r\ 

a'.t.r 1 = ti.r 1 , 

d'où l'on conclut : s = sf ; on établirait de même que les rela- 
tions analogues 

s t = M, 

s.t' = u 
exigent t = t'. 
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Les remarques qui précèdent, jointes à ce fait que le produit s.t 
est différent de s et de t lorsqu' aucun de ces facteurs n'est l'unité, 
établissent donc que si Von considère des substitutions distinctes et si 
on les multiplie, soit à droite, soit à gauche, par une même substitution 
on obtient encore des substitutions distinctes. 

En résumé, lorsqu'on envisage au point de vue de leur compo- 
sition par une multiplication les n ! substitutions distinctes de 
n lettres, les symboles qui les représentent se manifestent comme 
possédant les propriétés suivantes : 

1° De deux symboles quelconques du système, on peut déduire d'une 
manière déterminée un troisième symbole du même système ; 

2° La composition considérée est associative ; 

3° Un même symbole composé avec des symboles différents donne des 
symboles différents. 

Nous reconnaissons là les propriétés qui, dans un chapitre anté- 
rieur, nous ont servi à définir un groupe ; les n ! substitutions de 
n lettres constituent donc un groupe limité lorsqu'on les compose 
entre elles par multiplication ; ce groupe est appelé groupe symé- 
trique de n lettres et va jouer dans la suite un rôle important. 

Si Ton se reporte maintenant aux résultats énoncés naguère à 
l'aide des permutations des entiers 1, 2, ..., n, on verra immé- 
diatement que tous ces résultats peuvent s'exprimer de la manière 
suivante : 

Soient : f[x) = une équation spéciale d? ordre n, 

les racines de cette équation, définies en partant d'une racine £ de la 

résolvante de Galois : 

G,(z, rt lf a 2 , ..., On) = 0, 
dont l'ordre est a, 

il existe un groupe de substitutions des n lettres Ç, formé de a substitu- 
tions et tels que : 

Toute substitution de ce groupe laisse invariable l'ensemble des rela- 
tions entières à coefficients entiers entre ?i, î 2 , -.., £», ou toute 
portion de cet ensemble qui le détermine nécessairement. Toute substitu- 
tion n' appartenant pas au groupe substitue à cet ensemble un autre en- 
semble de relations incompatibles avec les premières. 

Si l'on considère les diverses résolvantes partielles en nombre p : 

Gi(*, Wi, w 2 , ..., u n ) = 0, ..., G,(*, ti) = 

TUtORIK DM NOM BRU 17 
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toute substitution du même groupe effectuée sur les u, laisse invariable 
chacun des polynômes G ; toute autre substitution échange entre eux ces 
divers polynômes. 

Ajoutons qu'il résulte de là que le groupe de l'équation est com- 
plètement déterminé, soit par la relation entière entre les £ : 

Gi(ai5i + a,i 2 -|-...-Ha n S ni a lf a â , ..., a n ) = 0, 

soit par le polynôme entier en u : 

Gi(Z, U„ M 2 , ..., Un). 

Ces résultats étant acquis, on a rangé dans une même classe 
toutes les équations irréductibles d'ordre n, qui conduisent au 
mùme groupe, et il est clair que la classification ainsi obtenue est 
naturelle, nous dirons même nécessaire, puisque les relations qui 
lient aux entiers les racines de deux équations d'une même classe 
ne diffèrent jamais que par le nom de ces racines et les détermina- 
tions des coefficients et que cette circonstance cesse de se produire 
lorsqu'on passe d'une classe à une autre. 

63. Il convient avant d'aborder d'une façon systématique l'étude 
des groupes de substitutions, de présenter encore quelques remar- 
ques générales au sujet des groupes limités et des rapports qui 
existent entre ces groupes et les groupes de substitutions. 

Considérons un groupe limité d'objets bien définis (p. 133) et 
appelons, pour fixer les idées, multiplication, la composition de na- 
ture déterminée que l'on sait effectuer sur ces objets ou éléments. 

Nous observons d'abord qu'il existe toujours un élément qui, mul- 
tiplié par un élément donné soit à droite, soit à gauche, conduit à un 
produit donné . 

Soient, en effet, a, b, ... / les divers éléments du groupe, i l'un 
quelconque d'entre eux; les produits 

ai, bi, ... H 
sont tous différents ; ils font d'ailleurs partie du groupe, ce sont 
donc dans un autre ordre les éléments a, 6, ... /, et l'un d'entre 
eux, ki par exemple, est identique à l'élément i. 

On établirait de môme que dans la suite ta, ib, ... , il l'un des 
produits ik' est aussi identique à i. 

Les égalités 

ki = i, 

ik! = i 
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montrent que d'une part l'élément * est négligeable dans la multi- 
plication à gauche par i et l'élément k' négligeable dans la multi- 
plication à droite par t. 

Je dis que ceci a lieu pour tous les éléments, mis à la place de i ; 
il suffit en effet d'appliquer la propriété associative de la multipli- 
cation pour écrire, par exemple : 

ia = (ki)a = k(ia), 

ce qui démontre la proposition pour l'élément ia, qui est quelconque 

lorsque a est quelconque/ 

Enfin si l'on fait en particulier i = k' et i = k dans les deux 

identités 

ki = i, 

ik = i, 

on en déduit kk! = K = A, c'est-à-dire que les éléments k et k' 
sont identiques. 

Désignons par 1 cet élément qui est d'effet nul dans la multi- 
plication ; nous venons de voir qu'il existe nécessairement un 
élémentqui, multiplié à droite ou à gauche par un élément donné a, 
reproduit l'unité ; d'une manière plus précise, il existe deux élé- 
ments b et c tels que l'on ait 

ab =1, ca = 1. 

Je dis que l'on a b = c ; il suffit pour obtenir ce résultat de 
multiplier à gauche par c la première des égalités précédentes ; 
nous poserons b = c = a -1 et nous dirons que a*" 1 est /'*n- 
versede a. 

On voit qu'il est possible de démontrer en partant de la définition 
d'un groupe limité quelconque, l'existence d'un élément unité et 
des éléments inverses ; nous allons pompléter ces remarques en 
donnant la notion d'isomorphisme. 

On dit que deux groupes sont isomorphes lorsqu'on peut établir 
entre les éléments de l'un et les éléments de l'autre une corres- 
pondance univoque et réciproque telle qu'au produit de deux 
éléments quelconques corresponde le produit des deux éléments 
correspondants pris dans le même ordre ( *>. En somme, au point de 



(*) L'isomorpliisme ainsi défini est dit holoédrique, par opposition à l'isomor- 
phisme mériédrique que nous définirons plus loin. 
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vue abstrait auquel nous nous sommes placés jusqu'ici, les deux 
groupes sont identiques ou diffèrent tout au plus par les notations ; 
c'est seulement lorsqu'on considère des groupes portant sur des 
objets bien déterminés que cette notion peut avoir de l'intérêt. 

Nous allons montrer que tout groupe limité est isomorpkp à un 
groupe de substitutions ; nous pourrons donc nous borner à étu- 
dier les groupes de substitutions, et toutes les propositions que nous 
établirons ainsi et dans V énoncé desquelles ne figurera pas explicite- 
ment la nature des éléments du groupe, s'appliqueront aux groupes 
limités quelconques. 

La démonstration de la proposition énoncée est d'ailleurs immé- 
diate : nous pouvons toujours désigner les éléments du groupe 
donné, supposés en nombre n, par une même lettre a, affectée des 
indices 1, 2, 3, ... , n. Écrivons ces éléments sur une même 

ligne : 

a u a 2 , a 3 , ..., a„, 

et écrivons au-dessous leurs produits par un élément quelconque a, ; 
soient 

a v a * a *v -' a '« 
ces produits. Désignons par s t la substitution qui remplace les in- 
dices 1, 2, 3, ..., n par les indices h, ts, ..., t n , qui ne dif- 
fèrent des premiers que par Tordre. Il est clair que les substitu- 
tions Si forment un groupe isomorphe au groupe des a, ; en effet, 
la substitution s L remplace l'indice a par l'indice <z, lorsque le pro- 
duit de a a par a, est a . ; on peut dire que l'effet de la substitution 
Si sur les indices considérés pour eux-mêmes est identique à l'effet 
de la multiplication par a { sur les indices considérés comme faisant 
corps avec les a ; il est bien évident par suite que le produit de 
deux substitutions correspond de la même manière au produit des 
éléments correspondants. 

Remarquons que le groupe de substitutions ainsi obtenu est de 
degré n, c'est-à-dire comporte n indices^ et d'ordre n, c'est-à-dire 
renferme n substitutions. De plus, étant donnés deux indices quel- 
conques i et /v, il existe une substitution et une seule du groupe 
qui remplace i par k (en effet dans le groupe des a L il y a un seul 
élément qui, multiplié par a i% donne pour produit a k ) ; c'est ce que 
l'on exprime en disant que le groupe de substitutions est simplement 
transitif. Ainsi tout groupe limité d'ordre n est isomorphe à un 
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groupe transitif de substitutions entre n lettres, dont l'ordre est aussi 
égal à n. Un tel groupe est appelé groupe normal et la raison de 
cette dénomination apparaît immédiatement lorsqu'on observe que 
le groupe de toute équation normale irréductible est nécessairement 
de cette espèce. Si en particulier nous considérons la résolvante de 
Galois G^z, a) = 0, dont les racines sont : 

X,(Ç) = Ç, X,(Ç), ...,>.(Ç) 

nous savons que les transformations entières 

[*■*.(*)]. [«.*.(*)]. -■•,[*.*.(*)] 

envisagées suivant le module d(z, a), constituent un groupe limité 
dont Tordre est égal à « ; ce groupe est d'ailleurs isomorphe avec 
le groupe de l'équation f(x) = ainsi qu'il l'a été établi par la 
considération des permutations 

Pi» P»» • , P« 
qui définissent ce dernier groupe et qui correspondent d'une manière 
univoque et réciproque avec les X^Ç). 

Ajoutons enfin que la proposition précédente s'applique en parti- 
culier aux groupes de substitutions dont l'ordre n'est pas égal au 
degré et qu'elle sera pour nous d'une grande importance dans ce 
cas particulier. 



CHAPITRE V 



LES GROUPES DE SUBSTITUTIONS 



I. — Structure des substitutions. 

64. Nous avons, dans le précédent chapitre, défini les substitutions 
et leur multiplication ; nous avons également montré comment on 
peut, à l'aide des n ! permutations, former toutes les substitutions 
distinctes de n lettres, mais nous n'avons donné jusqu'à présent 
aucune indication générale sur la manière dont chaque substitution 
échange entre elles les lettres x u a? 2 , . , x n , c'est-à-dire sur la 
structure des substitutions : il est aisé de combler cette lacune. 

Considérons une substitution quelconque et soit a t un indice pris 
au hasard dans la suite J, 2, ... , n; la substitution remplacera cet 
indice par un autre, que nous appellerons <v, elle remplacera de 
même a a par a 3 , et ainsi de suite. Mais comme le nombre des indices 
est limité, on arrivera sûrement ainsi, avant n opérations, à un in- 
dice a h que la substitution remplace par le premier indice a*. Les 
termes de la suite a lt a 2 , ... , a k éprouvent parla substitution un 
changement très simple : si on les range, dans l'ordre où on les 
trouve, sur un cercle décrit dans un sens déterminé, on peut dire 
que chacun d'eux est remplacé par le suivant. Pour consacrer cette 
interprétation on donne le nom de cycle au système a u a„ ..., a k 
et on dit que ces indices éprouvent une substitution circulaire. 

Si le cycle comprend tous les indices, c'est-à-dire si h = n, on 
dit que la substitution considérée est circulaire. 

Sinon, un indice étranger au cycle donne naissance à un nouveau 
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cycle, et ainsi de suite. Remarquons enfin qu'une lettre inaltérée 
par la substitution peut être regardée comme formant à elle seule 
un cycle. 

Il résulte de là que toute substitution de n lettres est circulaire ou 
se décompose en substitutions circulaires de moins de n lettres. Enfin il 
est clair qu'une telle décomposition n'est possible que d'une seule 
manière et que deux cycles qui y figurent n'ont aucun indice 
commun. 

Pour avoir une représentation de la substitution qui mette en évi- 
dence l'effet qu'elle produit, il faut donc donner les indices de 
chaque cycle ; on convient de représenter une substitution circu- 
laire des indices a u a,, ..., a h par le signe (a u a 8 , ..., a h ), la 
signification de ce signe ne changeant pas lorsqu'on commence par 
écrire l'une quelconque des lettres du cycle. Toute substitution 
pourra alors se représenter de la manière suivante : 

[a u ... , a k )(b u ... , b k ) ... , 

en n'écrivant pas les cycles d'une seule lettre. 

65. Deux substitutions sont dites semblables lorsqu'à chaque 
cycle de l'une correspond dans l'autre un cycle déplaçant le même 
nombre d'indices. Il est clair que deux substitutions semblables ne 
peuvent différer que par le nom des indices corrrespondants, 
c'est-à-dire par la notation ; on dit qu'elles appartiennent à un même 
type. On voit aisément qu'à toute décomposition du nombre n en 
entiers, de la forme 

n = a.A + p.An- y./H-... , 

correspondent des substitutions de n lettres, formées de a cycles 
de h lettres, p cycles de k lettres, etc.. ; le nombre des types dis- 
tincts est donc celui des décompositions distinctes de n ayant cette 
forme. On observe que l'on pourra ranger les nombres A, k, /, ... , 
qui sont nécessairement différents, dans leur ordre de grandeur, de 
façon que pour que deux décompositions de n soient distinctes, il 
faut et il suffit que deux des termes de môme rang dans les deux 
décompositions soient différents. 

Proposons -nous d'évaluer le nombre des substitutions de 
n lettres qui appartiennent à un type donné : 
n = aL.h-h p.k-hf.l-h . . . 
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Nous observerons que chaque substitution de ce type peut être 
écrite sous forme d'un produit de substitutions circulaires de 

manières différentes : on peut en effet effectuer sur les cycles de h 
lettres une substitution quelconque et dans chacun d'eux une subs- 
titution circulaire, ce qui donne h manières distinctes d'écrire le 
cycle. Supprimons dans les expressions ainsi obtenues de chaque 
substitution du type donné, les parenthèses qui séparent les cycles; 
nous aurons des permutations des x, et il est facile de voir qu'on 
obtient ainsi toutes les permutations des x et chacune d'elles une 
seule fois. On conclut de là que le nombre des. substitutions des x qui 
appartiennent au type donné est égal au quotient de n ! par 

Ajoutons qu'on en déduit immédiatement l'identité arithmétique 

4 

= i, 



où la somme qui figure au premier membre est étendue à toutes les 
décompositions : 

n = a.A-|-M-+-«ï./-l-... • 

66. Soit a une substitution quelconque des x\ considérons la 
suite des puissances a, a', a 8 , ... ; il est clair que les termes de 
cette suite ne peuvent être tous distincts puisque le nombre des 
substitutions différentes est limité; désignons par a m_M le premier 
des termes de la suite qui reproduit l'un des précédents ; on aura 
nécessairement 

car si l'on avait a mH_1 = a* - * -1 , on en déduirait a* 1 -*-* -1 = a, ce 
qui est contraire à l'hypothèse faite sur m. Il résulte de là que 
dans la suite a, «*, a 8 , . . . , les mêmes substitutions se reprodui- 
sent de m en m, ou encore que a m est d'effet nul dans la multipli- 
cation; a m est donc la substitution identique. Les substitutions 
a, a 1 , . . ., a m = 1 forment un groupe d'ordre m, qu'on dit dérivé 
de la substitution a. Le nombre m est également appelé ordre de 
la substitution a. 

Il est facile de voir qu'une substitution circulaire de p lettres 
est d'ordre p et il en résulte immédiatement que l'ordre d'une 
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substitution qui renferme des cycles de A, k, /, etc. lettres est le 
plus petit commun multiple des nombres A, k, /, etc. 

La connaissance de Tordre d'une substitution permet également 
quelquefois de trouver sa forme; par exemple toute substitution 
d'ordre premier p ne contient que des cycles de p lettres, et si elle 
contient seulement p lettres elle est circulaire. 



IL — Fonctions rationnelles de n éléments. 

67. Représentons par les lettres x i% x iy . . . , x n des symboles dis- 
tincts pour lesquels nous supposerons uniquement qu'ils se com- 
posent, entre eux et avec les entiers, suivant deux modes différents 
qui possèdent les propriétés fondamentales de l'addition et de la 
multiplication des entiers ordinaires ; nous savons ainsi ce qu'on 
doit entendre par fonctions rationnelles, à coefficients entiers, de 
x u a? t , . . . , x n ; nous nous proposons d'étudier ici les diverses 
espèces de symétrie que peuvent présenter ces fonctions ou, d'une 
manière plus précise, d'étudier comment elles se comportent lors- 
qu'on effectue sur les lettres x, les substitutions d'un groupe donné. 

Nous ferons immédiatement observer, à ce sujet, que si l'on 
désigne par p u p 8 , ...,p» les fonctions symétriques élémentaires 
des x, ces fonctions, ainsi que toutes leurs fonctions rationnelles à 
coefficients entiers , demeurent inaltérées par toute substitution 
faite sur les x, c'est-à-dire jouent, au point de vue où nous nous 
plaçons, le rôle d'éléments invariables. 11 suffit alors de se reporter 
aux identités qui définissent pi,/>i, ...,p» pour en conclure qu'à 
toute fonction rationnelle des x, correspond une fonction entière 
des mômes lettres, dont le degré en x, est au plus égal à n — ï et 
qui présente la môme espèce de symétrie. Nous pourrons donc, dès 
que nous y trouverons un avantage quelconque, nous borner à con- 
sidérer ces fonctions entières, ou d'une manière générale toutes les 
fonctions entières des x à coefficients entiers. 

La question précédente est intimement liée à l'étude des groupes 
de substitutions et nous allons tout d'abord mettre cette liaison en 
évidence. 

Si nous désignons par s une substitution quelconque des indices 
1, 2, ..., n (ou des lettres x M x 2 , ... , x n9 ce qui revient au 
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même), nous définirons la transformée d'une fonction entière © des 
n lettres par la substitution *, comme la fonction obtenue en rem- 
plaçant dans © chaque lettre par celle que la substitution s lui fait 
correspondre ; nous désignerons ce résultat par ©s. Il est clair que 
les substitutions qui laissent invariable une fonction entière de n lettres 
forment un groupe, car si s et s' sont de telles substitutions, on a 
les identités 

?* = <?, ?*' = ?t 

et par suite 

o ss' = os. s' = os' = ©, 

c'est-à-dire que ss' laisse aussi invariable la fonction ?. 

Réciproquement, à tout groupe correspond une fonction © qui est 
invariable par les substitutions de ce groupe et par celles-là seulement. 

Soient en effet a, *,..., / les substitutions distinctes du groupe 
considéré G. Nous ayons signalé précédemment la fonction 

V = m,*, + tn 2 xj -+- .- . -\-m n x n 

qui prend par toutes les substitutions possibles n ! formes dis- 
tinctes lorsque les entiers m u iw t1 ..., m* sont convenablement 
choisis. 

Désignons par V a , V 6 , ..., V, les résultats obtenus en effec- 
tuant sur V les substitutions de G. La suite V a , V 6 , ..., Vi est 
seulement permutée par une substitution h du groupe G, car elle 
devient 

V a fc, Via* ... , V/a, 

et les substitutions ah, Wk, ... , M, toutes distinctes et appar- 
tenant à G, sont dans un autre ordre les substitutions a, é, ..., I- 

Il résulte de là qu'une fonction symétrique quelconque de 
V fl , Vt, ..., V/ demeure invariable parles substitutions de G. H 
peut très bien arriver que, grâce à sa forme particulière, elle de- 
meure aussi invariable par d'autres substitutions que celles de G, 
nous en verrons plus loin des exemples; mais il est facile de former 
des fonctions qui varient par toute substitution n'appartenant pas 
à G. 

Le produit (A — V fl )(A — V 6 ) . ... (A — V/), où A est un 
élément invariable par toute substitution, par exemple un nombre 
entier, satisfait évidemment à cette condition. C'est en effet un poly- 
nôme entier en x u ..., x m décomposable en facteurs linéaires 
rationnels; nous savons que cette décomposition n'est possible que 
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d'une seule manière, si donc le produit demeure invariable par une 
substitution g> celle-ci ne peut qu'échanger entre eux les facteurs 
linéaires et par suite appartient à G. 

Lorsqu'une fonction y(x u a? a , . . ., x n ) demeure invariable par 
toutes les substitutions d'un groupe G, on dit qu'elle est un invariant 
du groupe. Si le groupe G est le plus grand groupe dont les subs- 
titutions laissent © invariable, la fonction © varie par toute autre 
substitution, on dit alors qu'elle est un invariant caractéristique du 
groupe. Le groupe des substitutions qui laissent invariable une 
fonction <p, pour lequel elle est évidemment un invariant caractéris- 
tique, est appelé groupe de la fonction <p. 

Nous pourrons donc énoncer les résultats obtenus de la manière 
suivante : 

Toute fonction de #1, a?j, ...,#„ est un invariant caractéristique 
d'un certain groupe de substitutions entre ces lettres. 

Tout groupe de substitutions possède des invariants caractéristiques 
et ton sait en former une infinité. Nous verrons plus tard qu'on peut 
les déduire tous d'un seul d'entre eux. 

Les deux propositions précédentes nous permettent une classi- 
fication des fonctions rationnelles de x u x 2 , ..., x n : il suffit de 
regarder comme fonctions d'un môme genre tous les invariants carac- 
téristiques d'un même groupe. Il est clair que tous les invariants carac- 
téristiques d'un même groupe présentent par rapport à x u x 2 , . . .,x n 
la même espèce de symétrie ; on peut donc dire qu'il y a autant 
d'espèces de symétrie distinctes que de groupes de substitutions 
entre x u x t , . . . , x n . 

La question qui se pose maintenant est de construire effective- 
ment la classification indiquée, c'est-à-dire de donner un type de 
chaque espèce de symétrie dont sont susceptibles les fonctions ra- 
tionnelles de x u x 2 , ...,x n . Cette question exige la formation de 
tous les groupes de substitutions entre n lettres. 

Si cette seconde question est résolue, nous savons en effet à l'aide 
d'une fonction qui varie par toute substitution former un invariant 
caractéristique de chaque groupe. 

Le procédé indiqué à l'aide de la fonction linéaire 

m A Xi + m^c t 4- . ■ . + m n x n 
paraît peu commode dès que le groupe renferme un certain nombre 
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de substitutions distinctes, aussi nous allons en indiquer un autre 
qui donne toujours des fonctions de même degré en x u ar a , . , x„ 
et qui n'exige aucun calcul. 

Considérons la fonction arji.xjt. ... a£», où *i, *«, . , a n sont 
des entiers distincts ; il est clair que cette fonction varie par toute 
substitution. Si nous la désignons par V, la somme 

V a 4-V*4- +Vi 

sera évidemment un invariant caractéristique pour le groupe G 
dont les substitutions distinctes sont a, 6, ...,/. Cette somme est 
en effet un polynôme en ar t , x t , . . . , x n formé d'autant de termes 
distincts qu'il y a de substitutions dans G, c'est-à-dire qu'il n'existe 
entre les différentes formes de V aucune réduction possible. De 

l'identité de deux valeurs de la somme V a 4- \ b -+- +V/ 

on peut donc conclure l'identité des divers termes et par suite le 
fait que la substitution qui laisse invariable la somme permute seu- 
lement ces termes entre eux. Donc elle appartient au groupe G. 

En particulier, on peut prendre pour V la fonction x x x\x\ . . . xiz\, 
ainsi que l'a fait remarquer Kronecker. 

Malheureusement, on ne sait pas jusqu'à présent former tous les 
groupes de substitutions de n lettres. Il est donc impossible de 
réaliser la classification indiquée et nous devrons nous borner à 
étudier les groupes et les fonctions rationnelles particulières quil 
nous sera utile de connaître. 

Remarquons d'ailleurs qu'il n'est pas nécessaire de construire 
effectivement la classification précédente pour être édifié sur sa 
valeur; il suffit d'approfondir les rapports qui existent d'une part 
entre deux fonctions de genres différents, d'autre part entre deux 
fonctions du même genre. C'est ce que nous ferons dans le chapitre 
suivant. 

Parmi les fonctions rationnelles de x u a? 2l . . . , a? n , les plus sim- 
ples sont les fonctions symétriques qui sont des invariants pour un 
groupe quelconque et des invariants caractéristiques pour le groupe 
formé de toutes les substitutions possibles. Ce groupe, qui est évi- 
demment composé symétriquement avec les lettres a?„ ap,, . . ., x„, 
est appelé groupe symétrique. Tous les autres groupes sont formés 
d'un certain nombre de substitutions de ce dernier ; on dit qu'ils 
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sont des sous-groupes du groupe symétrique; nous signalerons seu- 
lement ici le plus grand de ces groupes, pour lequel la fonction 

8 = (Xi — x 3 ) ... (a?, — x n ).(x % — x % ) . . . (*„_, — x n ) 

est un invariant caractéristique. On sait que le carré de 8 est une 
fonction symétrique des x que nous avons appelée discriminant du 
produit (x — Xi) ... (x — a? w ); il en résulte qu'une substitution 
quelconque faite sur les x ne peut que changer le signe de 8 et 
Ton voit par exemple que la substitution (:r„_i, x n ) change effecti- 
vement ce signe. Les n ! substitutions se partagent donc en deux 
classes suivant qu'elles changent ou non le signe de 8, et il est 
clair que les deux classes comportent le même nombre de substitu- 
tions. 

n i 
Le groupe de — substitutions ainsi obtenu est appelé groupe 
là 

alterné des n lettres; nous établirons plus loin quelques-unes de 
ses propriétés les plus importantes. 



III. — Propriétés générales des groupes. 

68. Soit <?(#,, a? 2î •• , x n ) une fonction non symétrique des x ; 
désignons par p Tordre de son groupe G, par a, ft, . . . , i ses subs- 
titutions distinctes. 

On a la suite d'identités 

cpa = oà = . . . . = cp/ ; 

si donc s est une substitution n'appartenant pas à G, on a aussi 

yas = «p6s = = <p/s ; 

les substitutions as, bs, . .., Is sont distinctes entre elles et aussi 
distinctes des précédentes, car as = b donne s = a^b et s ap- 
partiendrait à G. Soit de môme t une substitution nouvelle 

oal = obt = = oit, 

et l'on n'a pas at = bs, car on en déduirait t = a~ ] b . s . 

n ! 
En continuant ainsi on voit que la fonction <p prend — formes 

distinctes par toutes les substitutions possibles. 
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Le nombre des formes distinctes que peut prendre une fonction 
rationnelle des x est donc toujours un diviseur de n î, ou autre- 
ment : rordre d'un groupe quelconque est un diviseur de n !. 

Il s'en faut de beaucoup que la réciproque de cette proposition 
soit exacte, c'est-à-dire qu'à tout diviseur p de n ! corresponde un 
groupe d'ordre p. 

On peut, par exemple, démontrer que, n étant plus grand que 4, 

si une fonction de x ly ar 2 , . . . , x n a plus de deux formes elle en a 

au moins n, ce qui exclut l'existence de fonctions à moins de n 

formes autres que les fonctions symétriques et les fonctions à 

deux formes. On trouvera dans le savant ouvrage de M. Jordan (*) 

une foule d'autres propositions particulières. Nous ne donnerons 

I pas ici ces développements qui ne seraient pour nous d'aucune 

! utilité ; nous nous bornons à dire qu'on ne sait pas encore les 

conditions nécessaires et suffisantes que doit remplir un nombre p 

| pour qu'il existe des groupes d'ordre p formés de substitutions 

de n lettres. 
i Rappelons qu'un groupe H est dit sous-groupe d'un groupe 

i donné G lorsque toutes les substitutions de H appartiennent à G. 

Désignons par p l'ordre de G, par q l'ordre de H et par ht = 1, 
A 2 , . . , h q les substitutions distinctes de H. 

Si jj est une substitution de G n'appartenant pas à H, G ren- 
fermera également les substitutions 

Ces q substitutions sont distinctes ; elles sont d'ailleurs différentes 
des précédentes, car d'une égalité 

g*K = h 
on pourrait déduire 

g* = Mrs 

ce qui est contraire à l'hypothèse faite sur g 2 . Donc G renferme au 
moins %q substitutions distinctes. 

Supposons qu'il en renferme davantage ; soit g z l'une de celles 
qui n'ont pas encore été obtenues, G renfermera également les q 
substitutions distinctes 

g*hu 9*hî, - • • , g 3 h q 

(*) C. Jordan : Traité des Substitutions et des équations algébriques, Gauthier- 
Vil lars, 1870. 
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qui n'appartiennent pas à H, comme on vient de le montrer pour 
g%. Je dis que ces substitutions sont également différentes des subs- 
titutions g th. Si on avait en effet 

on en déduirait 

9s = 0iMâ\ 

et g 3 appartiendrait à la seconde suite. Donc G renferme au moins 
3? substitutions distinctes. 

En continuant ce raisonnement on épuisera certainement les p 
substitutions de G, et si Ton désigne par X le nombre des substi- 
tutions g dont on s'est servi, y compris la substitution 

J. = i 
qui donne le groupe H, on peut écrire l'égalité p == X.y, qui 
prouve que : 

Si H est un sous-groupe de G, l'ordre de H est un diviseur de l'or- 
dre de G. 

L'analyse précédente montre que les p substitutions de G peu- 
vent être rangées dans le tableau suivant : 

h t = i ht ... h q 
g% g%h % . . . g t h q 



g\ g\h% . . . g\h q . 

Il est bien évident qu'on aurait pu les obtenir également en mul- 
tipliant à droite les substitutions de H par des substitutions g. On 
a donc également le tableau 

hi = 1 À 2 ... h q 

g* h t g t ... h q g t 



9\ %x ... h q g x , 

où nous avons laissé les mômes lettres g pour ne pas multiplier les 
notations, mais où ces lettres ne désignent pas nécessairement les 
mêmes substitutions. Lorsqu'on choisit l'un des modes de généra- 
tion, il ne reste plus d'arbitraire que la place de chaque élément 
dans sa ligne et l'ordre de ces lignes, autrement dit : l'ensemble de 
tous les éléments d'une ligne demeure le même. 
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En effet, toute substitution de G n'appartenant pas à H peut s'é- 
crire p A a , et si on la multiplie h droite par les éléments de H on 
obtient des résultats de la forme </*A a A, qui sont évidemment tous 
les éléments de la ligne <? p et ceux-là seulement. 

Le nombre X introduit par l'égalité p = l.q s'appelle Yindice 
du sous-groupe H dans le groupe G. L'importance de ce nombre 
ressort clairement du théorème suivant : 

Tout invariant caractéristique de H prend X formes distinctes lors- 
qu'on lui applique toutes les substitutions du groupe G. 

Soit en effet * un invariant caractéristique de H, c'est-à-dire une 
fonction qui demeure invariable par les substitutions de H et par 
celles-là seulement ; si A désigne une substitution quelconque de H, 
on a l'identité 

Transformons les deux membres par une des substitutions 
g*, 03, . .., <7xi par exemple g a \ nous obtiendrons la nouvelle 
identité 

*% = *0* , 

c'est-à-dire que toutes les substitutions de la ligne qui contient g* 
transformeront * en une même fonction *jr a . 

Toutes les fonctions ainsi obtenues sont distinctes, car d'une re- 
lation 

*0« = *S* 

on déduirait ®g*.gj l = *, c'est-à-dire g^-gî* = A ou enfin 
g x = hg^, ce qui est contraire à l'hypothèse faite sur les g. 

Donc aux substitutions hg x = A, A^,, . . A</ x , où A est une 
substitution quelconque de H pouvant être différente dans hg t et hg k 
par exemple, correspondent X formes distinctes de * : *ji, *j ït ..., 
*jx, que nous désignerons simplement par 

Ces fonctions sont dites conjuguées dans le groupe G. 

69. Nous savons d'après les théorèmes fondamentaux établis au 
début de ce chapitre que * 2 , * 3 , . . . , * x sont les invariants carac- 
téristiques de certains groupes bien déterminés. Quels sont ces 
groupes et quels rapports ont-ils avec le groupe H de la fonction 
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Considérons l'une des fonctions précédentes, <t> ft par exemple, soit 
k une substitution qui n'altère pas * a ; on aura 

*g x k = <Jv/ a , 

et Ton en déduit en transformant par la substitution g~ l : 

QgJg-* = *. 

La substitution g x kg7 i est donc une des substitutions qui n'altèrent 
pas <J>, c'est-à-dire une substitution du groupe H : 

g x kg? = h. 
Multiplions à gauche par g~ l et à droite par g a ; nous obtenons 

* = <7â%«i 
c'est-à-dire que les substitutions qui n'altèrent pas * a sont de la 
forme g x x hg % . 

Inversement, toute substitution de cette forme possède la même 
propriété. En effet, pour transformer &g x par la substitution g x x hg xy 
on peut d'abord transformer cette fonction par gz y , ce qui donne 
^g^gZ x = *i et transformer ensuite le résultat obtenu * par la 
substitution hg x . Or on a 

4>hg x = *£ a ; 

donc la substitution considérée reproduit * a . 

Il résulte de là, que : 

i° les substitutions obtenues en faisant sur une substitution quel- 
conque hj de H, F opération 

gi'hg* 
forment un groupe H a ; 

2° ce groupe H» admet la fonction * a comme invariant caractéris- 
tique. 

Examinons maintenant d'un peu plus près l'opération g~ l hg ; on 
dit que la substitution que cette opération fait correspondre à la 
substitution h est la transformée de h par g. Soient : (a, p, -y) un 
cycle de A, a', p', y les lettres que la substitution g substitue à 
a, P, y; il est aisé de voir quel est l'effet de l'opération g~ x hg. La 
substitution g~ l remplace en effet respectivement les lettres 
ft/ i P'j y' P ar l° s lettres a, p, y, la substitution h remplace ensuite 
a » ?» Y P ar P» Ti a i et enfin la substitution g remplace p, y, a par 
P\ T 7 » *'*> ^ a substitution g~~ l hg remplace donc a', p', y 7 P ar P' ï'» *'* 
c'est-à-dire comprend le cycle (a', p', y'). Il résulte de laque les deux 

Théorie des nombres 18 
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substitutions A et g~ l hg sont semblables, c'est-à-dire ne diffèrent 
que par les noms des lettres qui y figurent ; nous venons en 
effet de montrer qu'à tout cycle de Tune correspond dans l'autre un 
cycle portant sur le mémo nombre de lettres. 

Les >. groupes Hi = H, H 2 =^r% 2 ,.. M H x = gï l Rg x qu on ob- 
tient en transformant les substitutions de H par g t = 1, g u ..., g x 
sont dits semblables. On dit aussi qu'ils sont conjugués dans le 
groupe G. 

En général ces sous-groupes conjugués sont distincts. 11 peut ar- 
river qu'ils coïncident; les X fonctions conjuguées 4> t =4», . ..,** 
sont alors des invariants caractéristiques du même groupe H. Ce 
groupe qui se reproduit lorsqu'on le transforme par une substitution 
quelconque de G est appelé sous-groupe invariant de G. 

Revenons maintenant à la considération d'un invariant caractéris- 
tique * du sous-groupe H de G dont l'indice est À ; les substitu- 
tions de G font acquérir à 4>, A formes distinctes *, = <t>, *,. ...,«f»- A , 
la fonction * a = *</» étant un invariant caractéristique du groupe 
H a = ffr f H^ a . Nous avons d'ailleurs remarqué que les substitutions 
de G se partagent en X séries de q substitutions de la forme g x h, 
et que si l'on multiplie toutes les substitutions de G par l'une 
d'entre elles on permute seulement entre elles les diverses séries. 

Les substitutions de chacune de ces séries gji transforment la 
fonction * en une môme fonction * a ; il en résulte qu'une substitu- 
tion du groupe G remplace la suite *,, * 2 , . . ., <1> X par une simple 
permutation des mômes éléments. 

On peut encore dire qu'à chaque substitution g de G correspond 
une substitution 7 bien déterminée entre les formes de * : 



= /*i «h ... * x \ 



Enfin il est évident que si les substitutions g et g' conduisent aux 
substitutions 7 et 7' entre les *, la substitution gg' conduira à la 
substitution 77'. Si donc on considère le système des substitutions 7, 
le produit de deux substitutions du système appartient au système, 
c'est-à-dire que les substitutions 7 forment un groupe T. 

Soit maintenant 7 une substitution quelconque de r; nous sa- 
vons qu'il existe une substitution g entre les x qui produit entre les 
* la substitution y- Lorsqu'on donne la substitution </, 7 est dé- 
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terminé d'une manière unique ; en est-il de même pour g lorsqu'on 
donne y ? 

Nous pouvons représenter par kg toutes les substitutions du 
groupe G, g étant la substitution considérée; imaginons donc que 
la substitution kg produise sur la suite * le môme effet que g. On 
aura, pour chaque valeur de i comprise entre i et X, l'identité 

Transformons les deux membres par la substitution g^gr*'* 
nous obtiendrons 

* = ♦ffffyr 1 , 

en remplaçant gg~ l par i; d'où il résulte que, quel que soit i, la 
substitution gikgr* appartient au sous-groupe H. 
L'égalité gikgr 1 = h donne d'ailleurs 

* = OT^hgt, 

c'est-à-dire que k appartient au sous-groupe H» quel que soit i ; k 
est donc une substitution du sous-groupe K formé de toutes les 
substitutions communes à Ht, H 2 , . . . , H x . 

Inversement, il est clair que toute substitution k de ce sous- 
groupe, n'altérant aucune des fonctions #,, * 2 , . . . , 4> x , la substi- 
tution kg produit toujours sur là suite *,, * 2 , . . ., * x le même 
e£Tet que la substitution g. Supposons alors que le groupe K soit 
d'ordre r; l'ordre du groupe r des substitutions entre les * sera 

P 
le quotient -• 

11 existe donc entre les groupes G et r une correspondance dé- 
finie de la manière suivante : 

i° A une substitution g de G correspond une substitution y de r. 
A une substitution y de Y correspondent r substitutions de G; 

2° Au produit gg' de deux substitutions de G coirespond le produit 
Yy' des substitutions correspondantes de V. 

Lorsque deux groupes G et r sont liés de telle sorte, on dit que r 
est isomorphe à G. L'isomorphisme est dit mériédrigue lorsque le 
nombre r est différent de l'unité ; les deux groupes G et r sont 
alors d'ordre différent. 

Si au contraire on a r = 1, c'est-à-dire si les deux groupes ont 
le même ordre, l'isomorphisme est appelé holoédrique\ lacorrespon- 
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dance entre r et G est alors réciproque et Ton peut dire que G est 
isomorphe a r. 

Cette définition étant donnée, revenons aux groupes G et r qui 
nous y ont conduit. A la substitution 1 de r correspondent évi- 
demment les r substitutions k qui constituent le groupe K formé 
des substitutions communes à H,, H 2 , ..., H x ; à une substitu- 
tion y quelconque de r correspondront de môme les r substitutions 

distinctes 

gk ou kg, 

dans lesquelles expressions k représente une substitution quelconque 
de K et g une des substitutions de G qui correspond à y- 

Considérons un élément quelconque * a de la suite *i, <*>*, . ., 4\; 
nous savons qu'il existe une substitution g* qui t appliquée aux x, 
remplace *! par «l» a , et que toutes les substitutions hg z ou g^gï ln 9i 
produisent sur *i le même effet; il résulte alors des remarques pré- 
cédentes qu'il existe précisément — substitutions du groupe r qui 

r 

remplacent *, par 4> a , chacune d'entre elles correspondant à r subs- 
titutions entre les x, de la forme kg. On en conclut d'une manière 
générale qu'i/ existe toujours dans r, — substitutions qui trans- 

forment «l» p en * a , quels que soient les indices a et p. 

Supposons en particulier que H soit un sous-groupe invariant de 
G, le groupe K coïncidera avec H et on l'aura r = q. A une 
substitution y de r correspondront donc les q substitutions gh ; 

Tordre du groupe r sera - , c est-à-dire précisément le nombre À 

des fonctions *. On sait qu'un groupe de substitutions de \ lettres 
et d'ordre X est appelé groupe normal. 

70. Terminons ces généralités sur les groupes de substitutions en 
donnant quelques théorèmes dont nous aurons plus loin à faire 
usage. 

Les substitutions communes à deux groupes G a et G& forment 
évidemment un groupe qui est le plus grand sous-groupe commun 
à G a et G b . Ceci s'étend à un nombre quelconque de groupes. Si en 
particulier on suppose que H|, H 2 , . . ., H x aient, en dehors de la 
substitution identique, des substitutions communes, ces substitu- 
tions formeront un groupe K qui sera un sous-groupe invariant de G. 
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Ce sera donc aussi a fortiori un sous-groupe invariant de 'H ou d'un 
quelconque des conjugués de H. 

Soit H un sous-groupe invariant de G; la substitution (^/^trans- 
formée d'une substitution de H par une substitution quelconque de 
G appartient à H. On peut donc la représenter par hti, h! étant une 
substitution bien déterminée de H, et de l'égalité 

gr'hg = hh* 
on déduit 

hg = gh.h', 

ce qu'on énonce en disant : Les substitutions g et h sont échangeables 
aux substitutions près du groupe H. 

En particulier si h! est constamment la substitution unité, les subs- 
titutions g et h sont simplement échangeables. 

On appelle groupes abéliens ceux qui sont formés uniquement de 
substitutions échangeables. 11 existe de tels groupes : les groupes 
formés des puissances d'une substitution en sont évidemment. Si 
g et h sont deux substitutions d'un groupe abélien, on a toujours 
g~*hg = A, c'est-à-dire que les sous-groupes d'un groupe abélien sont 
tous* des sous-groupes invariants. 

Les substitutions échangeables avec une substitution quelconque s 
forment un groupe. Si on a en effet 

sa = as, sb =bs , 

on en déduit sa.b — a.sb = ab.s, c'est-à-dire que ab est échan- 
geable avec s. Ce groupe comprend évidemment toutes les substi- 
tutions qui sont des puissances de s ; les autres substitutions du 
groupe sont d'ailleurs également échangeables avec les puissances 
de s. Par exemple 

s*a = s.sa = s.as = sa.s = as 2 . 

En représentant par S le groupe formé des puissances de s on peut 
écrire S = a _1 Sa, c'est-à-dire que S est un sous-groupe invariant 
du groupe formé des substitutions échangeables à s. 

Plus généralement, les substitutions échangeables à un groupe H 
c'est-à-dire échangeables aux substitutions de H, aux substitutions 
près du même groupe H, forment un groupe G dont H est un sous- 
groupe invariant. Des relations 

ha = ah f , 
hb = bh\ 
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on déduit en effet hab = a.tib = ab.hf", ce qui démontre que les 
substitutions a, 6, ... forment un groupe G. Le groupe H est d'ail- 
leurs un sous-groupe invariant de G, car pour toute substitution 

a de G on a 

artha = h'. 

J'ajoute que le groupe G est le plus grand parmi ceux qui possèdent 
H comme sous-groupe invariant. Soit en effet G' le plus grand de ces 
groupes et g une substitution quelconque de G' ; on a 

g-*hg = h' ou hg = gh.h', 

d'où il résulte que g appartient à G. 



IV. — Théorèmes de Lagrange. 

71. Nous sommes maintenant en mesure d'étudier d'une façon 
précise la classification en genres donnée plus haut pour les fonc- 
tions rationnelles de x u ar 2 , . . ., x„ et de mettre en évidence l'im- 
portance de cette classification. On observe immédiatement que 
toute fonction rationnelle des x h coefficients entiers est le quotient 
d'une fonction entière, à coefficients entiers, des mêmes lettres, par 
une fonction entière à coefficients entiers des fonctions symétriques 
élémentaires p t , p 2 , . . . , p» ; nous pouvons donc nous borner à con- 
sidérer ici les fonctions entières des x, à coefficients entiers; les 
résultats obtenus s'étendront d'eux-mêmes aux fonctions ration- 
nelles. Rappelons d'abord quelques-uns des résultats acquis : 

Toute fonction entière des x à coefficients entiers est invariant 
caractéristique d'un certain groupe de substitutions des x. 

Tout groupe de substitutions des x possède des invariants carac- 
téristiques entiers en x u xt, . . . , x n et à coefficients entiers ; nous 
avons appris à en former. 

Si l'on considère un groupe G et l'un de ses sous-groupes H, d'in- 
dice A, tout invariant caractéristique * de H prend, par les diverses 
substitutions de G, X formes distinctes 

*i = +,**,. .1 *x, 

qui sont les fonctions conjuguées de * dans le groupe G. Chacune 
de ces fonctions * a est un invariant caractéristique pour l'un des 
groupes conjugués de H dans G, groupe que nous avons désigné 
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par H a . Enfin, les diverses substitutions des x qui constituent le 
groupe G font éprouver aux * des substitutions formant un groupe 
isomorphe r et ce groupe r renferme toujours des substitutions qui 
remplacent <*>i par *», quel que soit * a . 

Nous nous proposons de rechercher les relations qui lient entre 
eux deux invariants caractéristiques d'un môme groupe ou de deux 
groupes ayant entre eux des rapports simples, tels qu'un groupe et 
un de ses sous-groupes, deux groupes conjugués, elc. On commen- 
cera par étudier les liaisons qui existent entre les invariants carac- 
téristiques du groupe symétrique et ceux d'un groupe quelconque, 
c'est-à-dire entre les fonctions symétriques élémentaires p u /; 2 , . . ., p n 
et une fonction entière quelconque des x à coefficients entiers. 

Soit donc * une fonction entière non symétrique des x, elle est 
pour un certain groupe G un invariant caractéristique ; désignons 
par X l'indice de ce groupe dans le groupe symétrique, c'est-à-dire 

n ! 

supposons que ce groupe renferme y substitutions distinctes; à la 

fonction * seront associées (X — 1) fonctions *«, *3i . . . , *x, qui 
s'en déduisent par toutes les substitutions des x, et les éléments de 
la suite * 4 = *, * 2 , . . . , <l\ 

sont seulement échangés entre eux par Tune de ces substitutions. 
Le produit (X — *i)(X — <h) ... (X — 4» x ) demeure alors inva- 
riable par toute substitution des x et par suite les coefficients des 
diverses puissances de X y sont des fonctions entières à coefficients 
entiers de p u p^, ..., p n - On conclut de là que les * sont les 
racines d'une équation de degré X de la forme 

X x — A^" 1 4- A 2 X*- a ± A x = 0, 

où les A sont des fonctions entières des p, à coefficients entiers ; 
cette équation porte le nom de résolvante de Lagrange relative à la 
fonction 4>. 

Nous allons en signaler immédiatement des propriétés impor- 
tantes : 

Il est clair que si nous regardons les x comme des indéterminées, 
assujetties uniquement à satisfaire aux conditions nécessaires pour 
qu'on en puisse définir comme on l'a fait plus haut les fonctions 
entières à coefficients entiers, toute relation entière à coefficients 
entiers entre les éléments *„ *,, . . . , 4> x , p u p^ . . . , p n conduit à 
une identité en #,, #,, . . ., x n quand on remplace ces éléments par 
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leur expression à l'aide des x. Cette identité se transforme donc 
en une autre identité lorsqu'on effectue sur les x une substitution 
quelconque, et si Ton remarque que, les p étant des éléments 
invariables par ces transformations, les * subissent les substitu- 
tions d'un groupe S isomorphe au groupe symétrique S, on pourra 
en conclure que toute relation entière à coefficients entiers en 
*i, * 2 , . . ., ^x, Pu P2, . • -, p n m transforme en une autre relation 
également vérifiée par les mêmes éléments, lorsqu'on effectue sur les 
4> une substitution quelconque du groupe 2. 

Si l'on considère en particulier les relations qui peuvent exister 
entre * t et les fonctions symétriques élémentaires, on voit que 
chacune d'elles sera également satisfaite par *,, <i> 3 , . . . , * x> puis- 
qu'il existe dans le groupe S des substitutions qui remplacent * t 
par * a , quel que soit a. On conclut de là que la résolvante de 
Lagrange relative à la fonction * est irréductible , lorsque p,, p î5 ...,p„ 
sont des indéterminées, c'est-à-dire dans le domaine naturel d'intégrité 

[Pi,P*> ...,Pn]. 

Toutes les relations entières ou rationnelles à coefficients entiers 
entre * t et les p sont donc des conséquences nécessaires de la 
relation 

*} — À,*}- 1 -+- A 2 *}-« ±: A x = 0. 

Inversement, considérons une fonction entière à coefficients 
entiers des éléments *i, * 2 , . . ., * x , Pu / 7 s, . . .,p>i et supposons 
qu'elle demeure invariable par toutes les substitutions du groupe S, 
on pourra en conclure que la fonction des x obtenue en rempla- 
çant ces éléments par leur expression à l'aide des x demeure inva- 
riable par toute substitution. Cette fonction s'exprime donc et d'une 
seule manière, à l'aide de p u p s , . . . , p„, sous forme entière à coef- 
ficients entiers. Les invariants entiers du groupe S sont par consé- 
quent des fonctions entières des p à coefficients entiers, et cette propo- 
sition rapprochée des précédentes montre que : La résolvante de 
Lagrange relative à la fonction 4» appartient, dans le domaine 
[pi, p%, . . . , p n ], à la classe particulière définie par le groupe S. 

72. Désignons maintenant par H un sous-groupe de G, d'indice 
H, c'est-à-dire un groupe d'ordre — » par ty un invariant caracté- 
ristique, toujours entier, de H, et proposons-nous de déterminer 
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les relations qui existent entre ty et la fonction * déjà considérée. 
Nous poserons p = Xjx et nous désignerons par 

tyi = 4» <Wi ...» 4v 
les diverses fonctions conjuguées de + dans le groupe symétrique ; 
soient de môme *i = *, * 3 , . . ., * p les expressions qui dérivent 
de * en faisant sur les x les mômes substitutions, expressions 
parmi lesquelles d'ailleurs X seulement sont distinctes; il est clair 
que la fonction entière 

m ,, + ... + j(ïL..„ 



y — <W y — <W 

où Ton a posé 

%) = (y— *iXy-W ... (y— +,). 

demeure invariable par toute substitution des or. On a donc identi- 
quement par rapport aux x et à y : 

ja.,, + ... + .SvL.., = F(s , p p .,, 

le second membre étant un polynôme entier à coefficients entiers. 
Gomme on a, d'autre part, 

E(y) = (y~WE / (W + î ^(y-W 2 ET(W + ---, 

on en déduit, en remplaçant y par <|> lt l'identité en a: : 

E'(+ 1 ).* I = F(+ Iï pi, ...,/>»), 
et si Ton observe que l'expression E'^j), identique au produit 

n'est pas identiquement nulle en x t , ar 2 , ..., a? n , on en conclura 
que tout invariant entier, * t , du groupe G s'exprime rationnellement 
à Vaide dïun invariant caractéristique, ty u du sous-groupe H de G et 
des fonctions symétriques p iy p 2 , . . . , p n . 

On peut ajouter que le dénominateur de cette expression peut 
être débarrassé de <|i, ; si Ton désigne en effet, par D(p) le discri- 
minant non identiquement nul du polynôme E(y), discriminant 
défini par l'identité 

M(y,p).E( y ) + K(y,p).E'( y ) = I)(p), 
on aura 

*•- — m — • 
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et le second membre sera le quotient d'un polynôme entier en 
tyiy Pu • • • » Pn à coefficients entiers, par le discriminant de ^ . 

Deux conséquences de la proposition précédente doivent être 
signalées tout de suite : 

Supposons que le groupe H se réduise au groupe G lui-môme ; 
on pourra dire : Deux invariants caractéristiques entiers d'un même 
groupe sont fonction rationnelle Vun de Vautre dans le domaine 
[fu P*» • -, Pn]- Tous les invariants d'un groupe sont donc des 
fonctions rationnelles d'un invariant caractéristique de ce groupe et 
des éléments p u p 2y . . ., p„. 

Supposons que le groupe H se réduise à la substitution identique, 
la fonction ^ variera par toute substitution ; on conclut donc de là 
que toute fonction entière des x à coefficients entiers est aussi fonction 
rationnelle d'une fonction à n! foi^mes^dans le domaine [pi,p s , . . .,p»]. 

Revenons à la relation 

*(+,).*! -FOfc,/*, p n )=0 

établie plus haut, pour étudier sa nature lorsqu'on l'ordonne par 
rapport à <]*,. Pour cela nous observerons avec Lagrange que le pro- 
duit (y — <h)(y — <h) . . . (y — 4v) f où <K, <fc, . . ., 4v désignent les 
fonctions conjuguées de <}>, dans le groupe G, est un invariant du 
groupe G. On conclut de lk et d'une des propositions qu'on vient 
d'énoncer que ^1 vérifie une équation d'ordre fi, 

<p — Bi^ + B,^- 8 zhB^ = 0, 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de p t , p a , . . ., p n 
et d'un invariant caractéristique de G, par exemple * f . 

Si l'on considère une relation entière quelconque à coefficients 
entiers entre <h, . . . , ^ * 4 et les fonctions symétriques p u . . ., p n 
comme elle se transforme en identité lorsqu'on y remplace ces élé- 
ments par leur expression à l'aide des x, elle restera vraie quand 
on effectuera sur les x une substitution quelconque. Effectuons en 
particulier une substitution du groupe G; les éléments *i,jo t , ...,p H 
demeureront inaltérés et les ty seront transformés par une substi- 
tution d'un groupe r, isomorphe à G; on en conclut que toute rela- 
tion entière à coefficients entiers entre <J*i, . . ., ^ *i et les p demeure 
vraie lorsqu'on effectue sur les ty une substitution du groupe T. 

En particulier toute relation de cette nature entre fy, * 4 et les p. 
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sera également vérifiée par <J* 2 , . . . , 4v* d'où il résulte que l'équation 

Yn — B^" 1 -f-B^-* ± B^ = 

est irréductible dans le domaine [*„ p u p t> . ., p n ], domaine formé 
par l'adjonction au domaine naturel [p u . . . , p n ] d'une fonction algé- 
brique, *„ des p, définie par la relation irréductible 

*} — A,*}" 1 -*- ±A X = 0. 
Réciproquement, toute fonction entière à coefficients entiers de 
$t, • • •? 4v* *i et Pu • • » Pn, qui demeure inaltérée par les substitu- 
tions du groupe r, est également une fonction entière des x qui 
demeure inaltérée par toute substitution du groupe G, c'est-à-dire 
peut s'exprimer sous forme rationnelle k l'aide de * t et des p. On 
peut donc dire que l'équation 

Y* — BjY^+'-dbB^rzO 

appartient dans le domaine [* t1 p 4 , . . ., p n ] à la classe particulière 
définie par le groupe T. 

Nous savons d'autre part que ^ vérifie dans le domaine naturel 
[f>u • • ., p n ] une équation irréductible de degré Xji, qui appartient 
dans ce domaine à la classe définie par un groupe S„ isomorphe au 
groupe symétrique S; il serait facile de montrer les rapports qui 
existent entre les groupes 2 G , r et S„, en désignant par S G le groupe 
représenté jusqu'ici par S ; nous nous bornerons à faire à ce sujet 
la remarque suivante : 

Si l'on représente par ty UJ (j = 1, 2, . . ., fi) les diverses formes 
de 4* qui vérifient l'identité 

Y* — BtWY**- 1 -h • •• ± B^'ï = 0, 

où les B (i) sont des fonctions rationnelles de *,-, toute substitution 
des x qui laisse invariable 4>, échange entre elles ces diverses 
formes et toute substitution qui remplace <£, par <J>*, remplace 
aussi l'ensemble des éléments tyj (j = 1, 2, (ll ,n) par l'en- 
semble des éléments ty kii (j = i, 2, . . ., fi). 

73. Les résultats que nous venons d'acquérir ont été obtenus en 
supposant que les x ouïes p sont des indéterminées; ils expri- 
ment, si l'on veut, des propriétés qui sont vraies pour l'ensemble 
des équations qu'on obtient en fixant les p ; mais ils ne sont pas 
applicables, du moins sans préparation, dans le cas où les p sont 
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déterminés. Il importe donc de chercher comment ils doivent être 
modifiés et c'est ce qu'il est facile de trouver. 

Nous considérerons d'abord le théorème relatif à l'expression 
explicite d'une fonction *i des x à l'aide d'une autre fonction <|/, et 
des p\ il est aisé de voir que ce théorème devient illusoire lorsque 
l'on a E^i) = 0, c'est-à-dire quand le discriminant D(p) est nul. 
Nous allons montrer qu'il est toujours possible de choisir la fonc- 
tion entière <h de telle sorte que ce fait ne se présente pas, c'est-à- 
dire qu'il existe dans tout genre, sous la condition unique que les x 
soient distincts, des fonctions à discriminant non nul. 

Observons, dans ce but, que le discriminant de +i, c'est-à-dire le 

produit n^-*^') (M' = 1,2,...,X) (/,/ = !, 2, .. , p), 
où l'on exclut les cas i = i', j =/. peut s'écrire à un facteur 
près sous forme de déterminant de la manière suivante : 



♦ta 

+i.t 






4*.i (M 8 






Ajoutons aux éléments de la ligne de rang n les éléments corres- 
pondants des (|x — i) lignes précédentes ; procédons de même 
pour toutes les lignes dont le rang est multiple de p, de telle sorte 
que la ligne de rang ip devienne 

fc=l Ac=l fc=l 

On voit que les éléments de la ligne de rang tp sont des invariants 
pour l'un des groupes conjugués de G dans le groupe symétrique; 
si l'on considère, par conséquent, l'expression 

Xi = "*i2 +t.*+ "H S OM'H Hm^2 (+i.*J*i 



*=i 



fc=i 
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où les m désignent des entiers indéterminés, yj est un invariant 
du groupe G. Admettons maintenant qu'ayant fixé les détermina- 
tions des p, on ait pu choisir l'invariant caractéristique «h du 
groupe H de telle sorte que son discriminant ne soit pas nul ; il 
existe alors des entiers m pour lesquels les expressions 7,, . . ., y x 
prennent des déterminations distinctes sans quoi le déterminant 
écrit plus haut aurait des lignes identiques c'est-à-dire serait nul, ce 
qui est contraire à l'hypothèse qu'on vient de faire. On en conclut 
qu'on peut former un invariant caractéristique £ t , d'un groupe G 
qui renferme H, dont toutes les déterminations sont distinctes. 

Mais tout groupe renferme la substitution identique et nous avons 
établi dans le chapitre précédent, que si le discriminant des x est 
différent de zéro on sait former des fonctions à ni formes dont 
toutes les déterminations sont distinctes ; nous savons donc former 
pour tout genre des fonctions à discriminant non nul. 

On déduit de là qu'il est toujours possible d'appliquer le théorème 
qui donne 4» 4 en fonction de ty t et des ;?, en choisissant convenable- 
ment l'invariant caractéristique bi- 
passons maintenant aux théorèmes relatifs aux divers rapports 
qu'ont entre elles des fonctions entières des ar, à coefficients entiers ; 
on voit clairement que tous ces théorèmes sont des conséquences 
immédiates du fait que toutes les relations que l'on peut former 
sont des identités en x u x 2 , ...,x n , c'est-à-dire demeurent vraies 
quand on les transforme par les substitutions du groupe symétrique 
S. Nous savons qu'il n'en est plus toujours de môme quand les p 
sont déterminés et que les seules substitutions qui transforment des 
relations vraies en relations également vraies sont les substitutions 
d'un certain groupe G, appelé groupe de Véquation 

x 11 — ^jx 71 "* 1 H ± p n = 0. 

Les théorèmes applicables ici sont donc ceux que l'on a obtenus 
en introduisant explicitement dans le calcul, avec les fonctions 
symétriques élémentaires p u p u ... p n , un invariant caractéris- 
tique, *i, du groupe G. C'est ce qui sera exprimé d'une manière 
plus nette encore dans le chapitre suivant. 



CHAPITRE VI 
LES GROUPES RÉSOLUBLES 



I. — La résolution algébrique des équations. 

74. Ëtant donnée une équation algébrique entière irréductible 

m = 0, 
nous avons vu qu'elle définit n symboles et nous avons appris dans 
quelle mesure il était possible de distinguer ces symboles entre eux. 
Nous savons que, les notations étant fixées, les diverses substitu- 
tions permises entre les lettres x u x % ,. . ., x n sont précisément les 
substitutions d'un certain groupe, le groupe de l'équation; toutes les 
relations rationnelles entre les racines restent vérifiées lorsqu'on 
effectue sur elles une de ces substitutions, et toute autre substitu- 
tion les transforme en nouvelles relations incompatibles avec les 
anciennes. 

Les résultats obtenus dans le chapitre précédent relativement aux 
liaisons qui existent entre les diverses fonctions rationnelles de n 
éléments distincts, vont nous permettre de préciser les diverses 
méthodes que Ton peut employer pour parvenir à une expression 
explicite des x en introduisant, dans le calcul, d'autres nombres algé- 
briques bien définis, c'est à-dire de traiter la question de la résolution 
algébrique des équations. 

Nous commencerons par examiner le cas où les nombres algé- 
briques, que Ton introduit dans le calcul, s'expriment rationnelle- 
ment à laide des x, c'est-à-dire où l'on ne fait appel qu'à des élé- 
ments pris dans le domaine de rationalité (art, x 2 , . . . , x„). 
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Désignons par G le groupe de l'équation f(x) = , nous 
savons que si une fonction rationnelle <p de x lt ar s , .,,,«„ est 
un invariant caractéristique d'un sous-groupe de G d'indice X, elle 
prend par les substitutions de G, X formes distinctes «pi, <p 2 , . . . , <p x . 
Nous savons de plus que si les sous-groupes conjugués du sous- 
groupe donné ont en commun un sous-groupe (invariant dans G) 
d'ordre k, les substitutions opérées sur la suite 

lorsqu'on lui applique les diverses substitutions de G, forment un 
groupe r isomorphe à G, mais renfermant k fois moins de substitu- 
tions. Si k est égal à l'unité, c'est-à-dire si les divers groupes 
conjugués n'ont en commun que la substitution identique, l'iso- 
morphisme est holoédrique, de sorte que l'indétermination des <p 
est exactement de môme nature que l'indétermination des a:; de 
plus lorsqu'on fixe le sens des q, le sens des x se trouve fixé. Au 
contraire lorsque le nombre k est supérieur à 1, l'indétermination 
des o est de nature plus simple que l'indétermination des x, mais, 
d'autre part, lorsqu'on fixe le sens "des <?, les x ne se trouvent pas 
absolument déterminés, vu que l'on peut encore effectuer sur eux les 
substitutions d'un groupe d'ordre k. 

D'une manière plus précise, si la fonction © est choisie de telle 
sorte que ses diverses formes prennent des déterminations dis- 
tinctes, l'ensemble des relations rationnelles entre les © demeure 
invariable par toutes les substitutions d'un groupe r isomorphe à 
G, isomorphe holoédriquement lorsque k est égal à 1, mériédrique- 
ment dans le cas contraire. On peut encore dire que les © sont les 
racines d'une équation irréductible à coefficients entiers dont le 
groupe est précisément r. 

Si l'on considère l'ensemble des relations rationnelles entre les © 
et les a:, cet ensemble varie par toute substitution des x ou des ©, 
et conduit à des relations incompatibles avec les premières lorsque 
k est l'unité ; il demeure invariable par les substitutions des x qui 
appartiennent à un groupe K d'ordre A, lorsque k est différent de 
l'unité, mais il varie toujours par toute substitution des ©. Dans le 
premier cas les x peuvent s'exprimer rationnellement à l'aide des ©; 
dans le second ils sont racines d'une équation irréductible dans le 
domaine [©!, © 2 , ..., ?x] et qui appartient dans ce domaine à la 
classe définie par le groupe K. 
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75. Examinons maintenant le cas général où Ton introduit dans 
le calcul des nombres algébriques quelconques, définis par une 
équation irréductible h(y) = 0, n'ayant a priori aucune relation 
avec l'équation donnée g(x) = 0. 

Nous avons vu qu étant données deux équations irréductibles 

g{x) = 0, 

k(y) = 0, 
de degrés m et n 9 dont nous désignons les racines par x u x u . . . , x m ; 
Vu ?/2, . . . , y n t il correspond à chacune de ces équations un groupe, 
le premier de degré m, le second de degré n; nous savons 
obtenir ces groupes, à l'aide de la résolvante de Galois de 
chaque équation. Si nous considérons à la fois les symboles x et 
les symboles y, il est clair que, pour savoir quelle est l'indétermi- 
nation de l'ensemble de ces symboles, il nous suffit de former 
la résolvante générale du système 

Si = fli, . . . , S TO = a m , 

T, = b ly . . . , T p = b p , 

et d'étudier cette résolvante; on retombe ainsi sur un problème posé 
dans le chapitre IV et dont nous allons maintenant approfondir la 
solution. Nous observerons immédiatement que la résolvante con- 
sidérée est aussi celle du système 

qu'on obtient en écrivant les relations entre les coefficients et les 
racines de l'équation réductible g(z)h(z) = 0. Si nous désignons 
par r le groupe des substitutions des x et des y qui n'altèrent point 
l'ensemble des relations rationnelles entre ces symboles, il sera par 
conséquent légitime d'étendre la définition donnée plus haut du 
groupe d'une équation et de dire que r est le groupe de F équation 
réductible g(z).h(z) = 0. 

D'ailleurs il est bien évident que toutes les substitutions du 
groupe r de degré m-hp que l'on obtient ainsi, devant laisser 
invariantes toutes les relations rationnelles entre x u a? 2 , ...>x m , 
Vu y 2, --1 ?/;»> devront se borner à échanger les x entre eux et les 
y entre eux, car ces relations rationnelles conduisent aux identités 
en x et y : 
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g(x) = (as — *,)(*— ;r 2 ) ... (a? — x m ), 

%) = (y — 2/tHy — y*) • • (y — ?/«) . 

Le groupe r est dit intransilif car il ne renferme par exemple 
aucune substitution qui remplace x x par y,; on appelle au con- 
traire groupe transitif 'un groupe dans lequel se trouve au moins une 
substitution remplaçant une lettre donnée, mais quelconque, par 
une lettre quelconque. Nous venons de voir que le groupe d'une 
équation réductible est intransitif; réciproquement, si le groupe 
d'une équation est intransitif y i équation est réductible ; il est en effet 
aisé de voir que dans ce cas les racines de l'équation se partagent 
en plusieurs séries telles que les substitutions du groupe échangent 
entre elles les racines d'une même série ; dès lors il est clair que les 
fonctions symétriques des racines de Tune quelconque de ces séries 
sont invariables par les substitutions du groupe et par suite ration- 
nelles; donc l'équation est réductible. De ces deux propositions, il 
résulte que la définition donnée plus haut du groupe d'une équation 
réductible, ne peut donner lieu à aucune contradiction. 

Revenons au groupe r de l'équation 

a(z)h<z) = o, 

et soient G et H les groupes des deux équations 

g{x) = 0, h(y) = ; 

nous désignerons d'une manière générale par les lettres y» 9* A» 
affectées d'indices, des substitutions appartenant aux groupes 
r, G, H. 

Je dis d'abord que toute substitution y est de la forme gh, c'est- 
à-dire que toute substitution de r revient à une certaine substitu- 
tion de G, accompagnée d'une certaine substitution de H. En effet, 
nous savons déjà que la substitution y échange d'une part les x 
entre eux, et d'autre part les y entre eux ; on peut donc poser 
Y = $7), la substitution £ déplaçant seulement les x et la substi- 
tution 7) seulement les y. Nous savons que la substitution y pos- 
sède la propriété de laisser invariante toute fonction des x et des y 
qui est égale à un nombre rationnel ; si nous considérons en parti- 
culier une fonction <p des x seuls qui possède cette propriété, on a 

?y = ? ; 

THÉORIE DBS NOMBRES 19 
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mais la substitution tj ne déplaçant que les y et o ne dépendant 
que des x, on a aussi 

?y = ?^ = ?î ; 

donc <pS = <p, et par suite la substitution ? appartient au groupe G 
de l'équation qui admet les x pour racines ; on verrait de même que 
i) appartient au groupe H ; on a donc y = gh. Soit i = g'h! une 
autre substitution de r; on a rf = ghg'h! = gg' .AA', car les 
substitutions g' et A déplaçant des lettres différentes sont échan- 
geables. Nous pouvons dire que cette relation établit entre les grou- 
pes G et H un isomorphisme doublement mériédrique ; voici ce que 
nous devons entendre par là : faisons correspondre à une substi- 
tution g de G toutes les substitutions h telles que gh soit une 
substitution de Y et de même à une substitution A de H toutes les 
substitutions g telles que gh appartienne à r ; il est clair d'après 
ce qui précède, que si g et h se correspondent ainsi et aussi g' 
e * h'i 09' correspond à AA'. 

11 est d'ailleurs possible d'établir une telle correspondance entre 
deux groupes quelconques ; il suffît en effet de faire correspondre à 
chaque substitution de l'un d'eux toutes les substitutions de l'autre. 
Si ce cas se présente ici, les substitutions de Y sont toutes les subs- 
titutions de la forme gh ; donc si l'on suppose que les y soient 
fixés, c'est-à-dire si l'on considère les substitutions de Y qui ne 
déplacent pas les y, elles sont de la forme y.l, g étant une subs- 
titution quelconque de G : l'indétermination des x est donc la même 
que si Ton considérait à part l'équation g{x) = 0. Dans ce cas, 
l'introduction dans le calcul des symboles x et des symboles y 
peut se faire d'une façon complètement indépendante. On remar- 
quera que l'ordre du groupe r est égal au produit des groupes G 
et H ; nous verrons tout à l'heure que cette circonstance caractérise 
le cas que nous venons d'étudier. 

76. Supposons maintenant que la correspondance dont il a été 
question entre les groupes G et H soit telle, qu'à la substitution 
identique de h correspondent seulement un certain nombre de subs- 
titutions de G ; il est d'abord clair que ces substitutions forment 
un groupe, car le produit de deux d'entre elles correspond au pro- 
duit de la substitution identique par elle-même. Je dis que de plus 
ce groupe est un sous-groupe invariant de G ; on peut dire que 
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cela résulte immédiatement de ce que la substitution identique est 
un sous-groupe invariant de H ; on peut aussi le démontrer ainsi : 
soit g A une substitution de r, g' une substitution quelconque 
de G. Je dis d'abord qu'il existe dans F une substitution au moins 
de la forme g'h ; il est clair en effet que si dans les substitutions 
de r on supprime tout ce qui est relatif aux y, on doit retrouver 
le groupe G. Or on a 

donc g'gg , ~ i appartient au sous-groupe considéré ; ce sous- 
groupe K est donc invariant dans G. Désignons par X son indice 
et par p et q les ordres des groupes G et H, le groupe K est 

d'ordre r = £ ; je dis qu'il y a dans le groupe r précisément r 

substitutions de la forme gh, h désignant une substitution déter- 
minée de H. En effet, soit g'h celle des substitutions de cette forme 
dont nous avons démontré l'existence et gh une autre quelconque 
de la même forme ; la substitution 

appartient à T; elle est de la forme gg r ~ l -i ; donc g'g~* ap- 
partient au groupe K et l'on a g = x^, x désignant une cer- 
taine substitution de K. 11 est clair d'ailleurs que x étant une 
substitution quelconque de K et la substitution g'h appartenant 
au groupe r, il en est de môme de la substitution 

(x.i) ( ^) = xy.A. 

On obtient donc toutes les substitutions de la forme g h en multi- 
pliant l'une d'entre elles successivement par les r substitutions 

de K et on obtient ainsi r substitutions distinctes. L'ordre du 

pq 
groupe r est donc r.q = ^- • 

Nous arrivons ainsi à cette conclusion que si dans le groupe r la 
substitution identique du groupe H se trouve associée avec les 
substitutions du groupe G formant un sous-groupe invariant K 

d'indice X, Tordre de r est d'indice ^~- 11 est clair que la réci- 
proque de cette proposition est vraie, c'est-à-dire que si l'ordre 
de r est ^, il correspond à la substitution identique de H un 
sous-groupe invariant d'indice X dans G ; de plus il correspond de 
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même à la substitution identique de G un sous-groupe invariant 
d'indice X dans H. 

77. Nous sommes maintenant en mesure de préciser l'influence 
produite sur le calcul des symboles x par l'introduction des sym- 
boles y, ou mieux, en quoi le calcul simultané des symboles x et y 
diffère du calcul séparé de chacune de ces séries de symboles. 

Pour connaître le calcul des symboles x, il nous est nécessaire 
de former une table de structure du groupe (infini et commutatif) 
que constituent ces symboles et leurs fonctions entières, vis-à-vis 
des deux modes de composition connus : addition et multiplication. 
Nous savons que si nous fixons les notations d'une manière arbi- 
traire, mais précise, il subsistera encore dans celte table une cer- 
taine symétrie, précisément indiquée par le groupe G de f 'équation , 
c'est-k-dire que les substitutions de ce groupe pourront être effec- 
tuées sans rien altérer. 11 en est de même pour ce qui concerne les 
y et le groupe H. Mais si l'on considère simultanément les x et 
les y, il ne sera pas permis d'effectuer séparément sur les x les 
opérations du groupe G et sur les y les opérations du groupe H ; 
les seules substitutions permises sont en effet, par définition, les 
substitutions du groupe r. Si d'ailleurs nous convenons de fixer 
les symboles y, c'est-à-dire de renoncer à les permuter entre eux, 
les seules substitutions permises seront les substitutions du groupe 
r qui n'altèrent pas les y, c'est-à-dire les substitutions du groupe K. 
Nous exprimerons ce fait en disant que par V adjonction des y le 
groupe G de l'équation g(x) = est réduit à son sous-groupe 
invariant K. L'étude du groupe r, laquelle comprend celle du 
groupe G comme cas particulier, se ramène d'après ce qui précède 
à l'étude successive des groupes H et K ; c'est-à-dire que lors- 
qu'on a étudié l'équation h{y) = 0, l'étude de l'équation g{x) = 
ne dépend plus que du groupe K, et non plus du groupe G, A un 
autre point de vue, on peut dire que le fait de considérer comme 
connues les racines de l'équation irréductible h{y) réduit le groupe 
de g{x) à un de ses sous-groupes (invariant) d'indice X ; il est 
d'ailleurs clair, à cause de la symétrie de tout ce qui précède, que, 
réciproquement, Vadjonction des racines de g(x) réduirait le groupe 
de h(y) à un de ses sous-groupes invariants d'indice X. 

On a vu d'ailleurs, qu'étant donné un sous-groupe invariant K 
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d'indice X du groupe G d'une équation donnée, il est toujours pos- 
sible de ramener l'étude du groupe de l'équation à l'étude de ce 
sous-groupe et d'un autre groupe d'ordre X ; si nous désignons en 
effet par <? un invariant caractéristique de ce sous-groupe, cet inva- 
riant caractéristique prend par les substitutions de G, X formes 
distinctes ©,, © 2 , ..., <p x et si l'on applique à ces X fonctions toutes 
les substitutions de G on obtient seulement X permutations diffé- 
rentes , c'est-à-dire qu'il correspond à ces fonctions un groupe 
d'ordre X. Si d'ailleurs on fixe l'une de ces permutations, les seules 
substitutions permises sur les lettres x u a:,, ..., x n sont les substi- 
tutions du groupe K. On a ainsi ramené l'étude du groupe G à 
l'étude du groupe K et d'un groupe d'ordre X. 

Ainsi toute réduction du groupe obtenue par F adjonction des racines 
dune équation irréductible quelconque peut être obtenue aussi par 
r adjonction d'une certaine fonction rationnelle des racines de V équation 
donnée. 

D'ailleurs une telle réduction n'est possible que si le groupe G 
admet un sous-groupe invariant ; nous avons vu en effet que si des 
fonctions conjuguées sont des invariants caractéristiques de groupes 
n'ayant en commun que la substitution identique, le groupe des 
substitutions possibles sur les indices de ces fonctions est holoé- 
driquement isomorphe au groupe G. 

Ainsi de quelque manière que l'on opère, que l'on cherche à intro- 
duire dans le calcul des nombres algébriques quelconques (*), ou 
bien seulement des fonctions rationnelles des racines, on ne peut 
espérer une réduction ou pour mieux dire, une décomposition de 
l'étude du groupe d'une équation donnée, que si ce groupe admet 
un sous-groupe invariant. D'ailleurs si un groupe admet un sous- 
groupe invariant, nous avons déjà vu que son étude se ramène à 
l'étude de deux groupes plus simples, dont l'ordre a pour produit 
l'ordre du groupe donné. 

Nous approfondirons dans le chapitre suivant certaines des ques- 
tions algébriques qui se rattachent à cette décomposition du groupe ; 
nous allons l'étudier ici en nous plaçant uniquement au point de vue 

(*) 11 est clair que, du moment qu'il s'agit ici de résoudre une équation, c'est- 
à-dire de distinguer le plus possible entre les symboles qu'elle définit, il ne peut 
être question d'introduire une racine d'une équation irréductible sans les intro- 
duire toutes comme nous pouvions le faire dans l'étude d'un domaine algébrique. 
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de la théorie des substitutions ; d'ailleurs, au point de vue purement 
abstrait, nous aurons ainsi complètement traité le problème de la 
résolution des équations, c'est-à-dire de l'étude des symboles qu'elles 
définissent. Nous aurons en effet analysé autant qu'il est possible de 
le faire la nature de l'indétermination qui subsiste dans la définition 
de ces symboles, indétermination représentée par le groupe. 



IL — Décomposition d'un groupe. 

78. Soit G un groupe composé, c'est-à-dire un groupe admettant 
au moins un sous-groupe invariant (un groupe non composé est dit 
simple) et soit H un sous-groupe invariant de G. Supposons qu'il 
n'existe aucun sous-groupe invariant de G renfermant toutes les 
substitutions de H et différent de H ; nous dirons que H est un 
sous-groupe invariant maximum de G ; on remarque que cela ne 
veut pas dire que G n'a pas de sous-groupe invariant d'ordre supé- 
rieur à H, mais simplement qu'il n'a pas de sous-groupe invariant 
d'ordre supérieur à H et comprenant H. 

Il est clair d'ailleurs que si H n'est pas un sous-groupe invariant 
maximum de G, il existe un sous-groupe invariant de G compre- 
nant H et admettant H comme sous-groupe invariant maximum; 
il est donc possible de former une suite de groupes 

G, Gi, G t , ... , G*, H, 

tels que chacun d'eux soit sous-groupe invariant maximum du pré- 
cédent. 

Lorsqu'on a une suite de groupes 

G, Gi, G f , ... , G„, 1, 

commençant par un groupe G, se terminant à la substitution 
identique et telle que chaque groupe soit un sous-groupe invariant 
maximum du précédent, on dit que cette suite est une suite de corn- 
position de G. Tout groupe composé a une ou plusieurs suites de 
composition, et il résulte de ce qui précède que H étant un sous- 
groupe invariant quelconque de G, il y a une suite de composition 
de G qui comprend le groupe II. 

Soit 

(0 G, H, I, J, ..., M, i 
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une suite de composition de G ; désignons par X l'indice de H dans 
G, par [i Tindice de I dans H, ... , par p l'indice de la substitu- 
tion identique dans M (c'est-à-dire Tordre de M) ; les nombres 
X, fx, ... , p sont dits les facteurs de composition de G, relatifs à la 
suite (l). Nous pouvons énoncer à leur égard la proposition sui- 
vante : Lorsqu'on passe d'une des suites de composition d'un groupe 
G à une autre, les fadeurs de composition sont simplement permutés. 

La démonstration de cette proposition va nous fournir l'occasion 
d'utiliscï la notion générale des groupes d'opérations, tout en appro- 
fondissant la constitution intime des groupes de substitutions. 

Soient H un sous-groupe invariant quelconque de G, 

Ai = i , A», . . . , A P 

ses substitutions distinctes, X son indice. Nous avons démontré que 

toutes les substitutions de G pouvaient être rangées dans le tableau 

suivant : 

A t = 1 A 2 ... A P 

g* <7 2 Aî ... f/ 2 A P 



g% 9^2 . • . 0\K ; 
g x — i, g^ ..., g x sont des substitutions choisies d'une manière 
connue. 

Soient gji a et g^h b deux des substitutions de G; le produit 
de ces deux substitutions qui est encore une substitution de G 

peut s'écrire 

g*Kgth = g*-foK'hb. 

En effet, le groupe H étant invariant dans G, on a gj x Kg^ = A a » ; 
donc, en multipliant à gauche par <y ? , 

*«ff > = 0% h « ■ 
Considérons maintenant le produit g x g^ ; c'est une substitution 
gji d , 8 ne dépendant que de a et p. On a donc 

g*h a .gih b = gi.h d h a >h b 
ou encore 

9 r a A fl .^A /j = ^A e . 

On a ainsi défini une composition des lignes de G, puisqu'une subs- 
titution quelconque de la ligne g* composée avec une substitution 
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quelconque de la ligne g % donne toujours une substilutîon de la 
ligne g % . 

Soit op. a Tune quelconque des substitutions de la ligne g z h 9 la 
multiplication des opérations ainsi définies est associative, c'est-à- 
dire que pour obtenir 

op. « X op. pXop.y 

il suffit d'effectuer op. a X op. ?, ce qui donne op. 8, puis la 

nouvelle multiplication 

op. o X op. y. 

Enfin, parmi les opérations considérées il y en a une qui n'a au- 
cun effet, c'est l'opération qui correspond à la ligne 

Ai = \ , As, • . . , h P . 

Ce sera l'opération identique du système. 

Nous avons donc défini un système d'opérations, jouissant des 
propriétés suivantes : 

1° Par un moyen de composition quelconque (multiplication) on 
passe d'une manière uniforme de deux opérations du système à une au- 
tre opération du système ; 

2° La multiplication des opérations est associative ; 

3° Une môme opération composée avec des opérations différentes 
donne des opérations différentes. 

Nous savons que dans ce cas on dit que ces opérations forment un 
groupe (§ 5) et que les propriétés principales des groupes de subs- 
titutions s'étendent à de tels systèmes. 

Nous désignerons ce groupe par G|H et nous l'appellerons quo- 
tient de G par H. 

79. Deux substitutions de G seront dites équivalentes lorsqu'on 
passe de l'une à l'autre en la multipliant par une substitution de H. 
Grâce au fait que H est un sous-groupe invariant, on a 

# gjib = h' g* , 

c'est-à-dire qu'on n'a pas besoin de spécifier dans la définition si on 
multiplie à droite ou à gauche. Il en résulte d'abord que l'équiva- 
lence est réciproque, et ensuite que le produit de deux substitutions 
équivalentes est encore une substitution équivalente à ces deux-là. 
Les substitutions de G sont ainsi partagées en classes de substitu- 
tions équivalentes. 
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Aux substitutions gh u gh 2 .... gh P de G correspond une m£me 
opération du groupe d'opérations G|H; ce nouveau groupe est donc 
isomorphe mériédriquement au premier. 

Si le groupe G|H ne renferme pas dans ses opérations toutes 
les classes de G, les substitutions des classes qu'il contient forment 
un sous-groupe invariant H' de G. Ce sous-groupe contient le 
groupe H, car les substitutions de H donnent l'opération identique 
qui appartient à G|H. 

Si H est un sous-groupe invariant maximum de G il n'y a pas 
de groupe tel que H' ; le groupe d'opérations G|H ne peut avoir de 
sous-groupe invariant, sans quoi on en déduirait un groupe H' ; 
donc il est simple. 

Enfin ajoutons que l'ordre de G est le produit des ordres de H et 
de G|H et que le groupe G|H est précisément isomorphe au groupe 
d'ordre X dont il a été question plus haut. 

Si maintenant nous considérons un groupe G et une suite de com- 
position de ce groupe 

G,H,I,J,K, ...,M,i f 
à cette suite correspond un ensemble de groupes d'opérations 
G|H, H | I, 

qui sont tous simples. On appelle ces groupes, groupes fadeurs du 
groupe G ; leurs ordres sont précisément les entiers que nous avons 
appelés précédemment facteurs de composition de G. 

80. La suite des groupes facteurs est seulement permutée lorsqu'on 
passe d'une des suites de composition de G à une autre. 

Supposons en efîet que G possède deux sous-groupes invariants 
maxima H et H'. 

Les substitutions communes à H et H' forment un groupe r, et 
comme la transformée d'une substitution de r par une substitution 
quelconque de G appartient à la fois à H et à H', r est un sous- 
groupe invariant de G, H et H'. 

Soient maintenant a et b des substitutions quelconques de H et 
de H' 

H = [a, a\ a\ . .], 

H' = [6, 6', V, ...], 

et c une substitution quelconque de G. Si on combine les substi- 
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tutions a, a', ... avec les substitutions b, b\ ... de toutes les ma- 
nières possibles, on obtient un groupe qui est contenu dans G et qui 
contient H et H'. D'ailleurs la transformée d'une substitution 
a.b.a'.b' par la substitution e peut s'écrire 

c~ l ac . c~ l bc . c~ A a'c . c~ x b'c> 

forme sous laquelle on reconnaît qu'elle appartient encore au groupe 
précédent. Ce groupe est donc un sous-groupe invariant de G qui 
doit renfermer H et H' ; ce ne peut être que le groupe G lui- 
môme. . 

Le groupe G se partage d'ailleurs en classes de substitutions 
équivalentes qui dérivent l'une de l'autre par une substitution de r. 
Si nous considérons ensuite les groupes H et H' qui contiennent 
r, ils contiendront entièrement chaque classe de substitutions 
dont ils contiennent une partie ; donc H et H ; sont aussi partagés 
en classes de la môme manière. 

Les opérations qui composent entre elles ces classes forment donc 
des groupes G|l\ H|r, H'|r; nous les appellerons G , H , HJ,. 

On sait qu'ils sont respectivement isomorphes à G, H, H' ; on 
peut en déduire que G est engendré par H et H' qui sont deux 
de ses sous-groupes invariants maxima. D'ailleurs comme H et H' 
ont en commun r, H et Ho auront en commun la seule opération 
identique. 

Soient S, S u S*, ... les opérations de H , T, Ti, T*, ... celles de 
H' . Le produit T^S-'TS peut s'écrire d'une part (T-'S-'TJS, et 
d'autre part T^S^TS), en vertu de la propriété associative de la 
multiplication. Il appartient donc à la fois à H et à H' et par 
conséquent c'est l'opération identique de G , d'où TS = ST : Les 
opérations S et T sont échangeables. 

Toutes les opérations de G peuvent alors se mettre d'une ma- 
nière et d'une seule sous la forme S a T p . 

En effet, une relation de la forme 

S a Tp = Sa'Tp' 

donne 

s a - i s a = vrr, 

ce qui montre que ces deux opérations, communes à H et HJ, se 
réduisent à l'opération identique. Donc 
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L'expression S a T 3 représente donc une fois et une fois seulement 
chaque opération de G . La composition de ces opérations est ma- 
nifeste : 

(S,T p )(S..T r ) = (SA.)(TpT p .). 

Les opérations de G se partagent ainsi naturellement en classes, 
telles que deux opérations d'une môme classe ne diffèrent que par 
l'opération S de H . Chacune de ces classes est donc caractérisée 
par une opération T, et le groupe de classes ainsi formé GJH 
est identique avec le groupe H' formé des opérations T. 

On verrait de même que G |H' est identique à H . 

On dit quelquefois que G est le produit des groupes G |H 
et H , c'est-à-dire de H et H' ; cette dénomination se comprend 
d'elle-même . 

Nous venons de partager en classes les opérations de G , c'est-à- 
dire les classes de première espèce de G relatives à r ; cette division 
peut être faite directement. Deux opérations de G seront d'une 
même classe si elles ne diffèrent que par une opération de H ; donc 
deux substitutions de G seront d'une même classe de seconde espèce 
si elles ne dînèrent que par une substitution de H, c'est-à-dire si 
l'on a 

c p = ac z . 
On déduit de là 

cfa- 1 = a, 

c'est-à-dire que Cfa~ l appartient à H. 

Il résulte de là que G |H est identique à G|H ; mais on a dé- 
montré que G |H est holoédriquement isomorphe à Hj,, c'est-à- 
dire H'|r ; on peut donc en conclure que G|H est isomorphe ko- 
loédriquement à H'|r et énoncer le résultat suivant : 

Si un groupe G possède deux sous-groupes invariants maxima H et 
H', si r est leur plus grand commun diviseur, G | H et G | H' sont 
respectivement isomorphes holoédriquement à H' | T et H | r, et G | r 
est le produit de H | r et H' | r. 

D'ailleurs il est clair que r est un sous-groupe invariant maximum 
de H et de H' ; nous venons de voir en effet que H'ir et H|r 
sont holoédriquement isomorphes à G|H et G'|H ; ce sont donc 
des groupes simples ; or, il est clair que c'est là la condition pour 
que r soit un sous-groupe invariant maximum de fl' et de H, 
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81 . La démonstration de notre proposition : 

La suite des groupes facteurs est seulement permutée lorsqu'on passe 
d'une suite de composition à une autre 
est maintenant immédiate. 

Supposons le théorème vrai pour les groupes d'ordre inférieur 
ou égal à N (il est évident pour les groupes d'ordre assez petit, 
1 ou 2 par exemple). Nous allons le démontrer pour les groupes 
d'ordre au plus égal à 2N. 

Soit G un groupe d'ordre au plus égal à 2N, (i) et (2) deux 
suites de composition de ce groupe : 

(1) G, H, I,J, ..., M,*, 

(2) G, H',I',J', ..., M',1. 

Nous supposons évidemment H et H' différents, sans quoi on 
commencerait à I et I' ; soit F leur plus grand sous-groupe com- 
mun. On peut former les deux suites 

(3) G, H, l\ .. , *, 

(4) ' G,H',I\ ..., 1, 

où Ton a introduit r et qui sont des suites de composition de G 
supposées identiques à partir de r. D'ailleurs le théorème démontré 
précédemment fait voir qu'elles sont formées des mêmes groupes 
facteurs, puisque 

G | H est isomorphe holoédriquement à H'|r 
et 

G | H' — — H | r. 

Considérons maintenant les suites 

H, I, J, . . ., 1, 

H,r, ..., 1; 

l'ordre de H étant évidemment inférieur ou égal à N, ces deux 
suites contiennent les mêmes groupes facteurs, donc (i) et (3) 
conduisent au même ensemble pour ces groupes. 

De même (2) et (4) conduisent également au même ensemble. Il 
en résulte que (i) et (2) donnent lieu aux mêmes groupes facteurs 
pris dans un ordre difïérent. 

82. Nous voyons ainsi que l'étude d'un groupe quelconque se 
ramène à l'étude d'un certain nombre de groupes simples, ses 



GROUPES RÉSOLUBLES 301 

groupes facteurs ; d'ailleurs on obtient les mûmes groupes facteurs, 
quel que soit le procédé que Ton suive pour les former. De plus un 
sous-groupe invariant quelconque faisant partie d'une suite de 
composition du groupe, on voit qu'il n'est pas possible d'obtenir 
d'autre décomposition du problème que cette décomposition en 
groupes facteurs ; seulement si Ton ne considère pas un sous- 
groupe invariant maximum* plusieurs de ces groupes facteurs se 
trouvent encore multipliés entre eux : la décomposition est incom- 
plète. 

Le problème de la résolution des équations se ramène ainsi aux 
deux problèmes suivants : décomposer un groupe en groupes fac- 
teurs ; étudier les groupes simples. Nous étudierons d'abord, sans 
d'ailleurs l'approfondir, le second de ces problèmes, car il est indis- 
pensable d'avoir étudié les groupes de substitutions pour pouvoir 
décomposer en facteurs des groupes donnés ; de plus, nous ap- 
prendrons ainsi à connaître une classe particulièrement intéres- 
sante de groupes simples, les groupes cycliques, dont la structure 
est intuitive et qui sont à peu près les seuls groupes simples 
pour lesquels il en est ainsi. Nous pourrons alors, au lieu de consi- 
dérations générales sur la décomposition d'un groupe en facteurs, 
étudier des problèmes particuliers, par exemple le suivant : à quelles 
conditions un groupe admet-il uniquement des groupes cycliques comme 
facteurs ? et nous le résoudrons dans des cas assez étendus. 



III. — Groupes particuliers. 

83. Dans le paragraphe précédent nous nous sommes uniquement 
occupés de la structure des groupes au point de vue abstrait, 
c'est-à-dire sans nous inquiéter de la nature intime des substitutions 
qui les composent; nous allons maintenant étudier quelques groupes 
dont la structure, particulièrement simple, dérive facilement de la 
connaissance des substitutions qui les composent. 

Rappelons que nous avons appelé groupe transitif un groupe tel 
qu'étant donné deux indices quelconques « et p, il renferme une 
substitution qui remplace a par p. Il résulte immédiatement de celte 
définition que tout sous-groupe invariant d'un groupe transitif, ou 
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bien se réduit à la substitution identique, ou bien déplace tous les 
indices. En effet, s'il déplace un indice a, il déplace un autre indice 
quelconque p ; car si s est la substitution qui déplace a, la trans- 
formée de s par la substitution t du groupe transitif qui rem- 
place a par p, déplacera p ; or cette transformée est une substitu- 
tion du sous-groupe, puisque celui-ci est un sous-groupe inva- 
riant. 

Supposons qu'un sous-groupe invariant d'un groupe transitif 
soit intransitif et soient a, p, -y, . .., X et a,, p t , ..., X, deux des 
séries d'indices que ce sous-groupe intransilif échange entre eux ; 
Tune des substitutions de ce sous-groupe renferme par exemple le 
cycle (at, p, y) î transformons-la par une substitution t du groupe 
transitif donné qui remplace a par a,. La substitution transformée ren- 
fermera un cycle de la forme (a t , p', y') ; or, par hypothèse, cette 
substitution appartient au groupe intransitif, et les substitutions de 
ce groupe ne peuvent remplacer a, que parles indices Pi, yh • •-, *i ; 
nous pouvons donc supposer que Ton a P' = Pt et y' = ïi» 
c'est-à-dire que la substitution t remplace dans a, p, y respective- 
ment par «t, pi, Yi. Considérons maintenant une substitution du 
groupe intransitif qui échange la lettre p avec d'autres lettres que 
a et Yi par exemple avec 8, on verra en la transformant par la 
substitution t que cette substitution remplace 8 par une des lettres 
8,, ej, ... , X,, par exemple par 8,, et en continuant de même on 
verra que la substitution t qui remplace « par ai remplace toutes 
les lettres a, p, Yi ••■ > * par les lettres a,, p t , ... , X t . Nousen 
concluons d'abord que le nombre des lettres de ces deux séries est 
le même ; de plus, ce raisonnement s'étend évidemment au cas où 
il y a plusieurs systèmes 

«, P, Y* •■•* *i 

<*U Pli Tfil •••! ^11 



a m Pm • • • 7 A n> 

tels que le sous-groupe intransitif échange seulement entre eux les 
lettres de l'un des systèmes. Nous dirons que le groupe proposé est 
imprimitif et que ces divers systèmes de lettres sont les systèmes 
d'imprimitivité du groupe ; on voit que toute substitution t de ce 
groupe ne peut produire que les deux effets suivants : permuter en- 
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tre eux les indices de chacun des systèmes d'imprimitivité et per- 
muter ces systèmes entre eux. Réciproquement, tout groupe tran- 
sitif et imprimitif admet un sous-groupe invariant intransitif ; c'est 
le sous-groupe formé des substitutions qui ne permutent pas entre 
eux les divers systèmes d'imprimitivité ; il peut d'ailleurs se ré- 
duire à la substitution identique. C'est même ce dernier cas qui se 
présentera nécessairement lorsque le degré du groupe est un nom- 
bre premier, car alors les divers systèmes d'imprimitivité ne peu- 
vent renfermer qu'une seule lettre. Donc tout sous-groupe invariant 
d'un groupe transitif de degré premier, ou bien est transitif, ou bien 
se réduit à la substitution identique. 

84. Nous démontrerons enfin sur les groupes transitifs la propo- 
sition importante qui suit : l'ordre de tout groupe transitif est un 
multiple de son degré. 

Soit en effet G un groupe transitif de degré quelconque m, entre 
les lettres x u a? 2 , . . ., x nt . On peut partager les substitutions de 
G en m classes en rangeant dans la k iime classe celles qui rempla- 
cent Xi par x k (celles de la première classe laissant x t invariable). 
Il existe des substitutions dans chaque classe ; dans les m — 1 
dernières, parce que le groupe est transitif ; dans la première, 
parce que la substitution identique fait partie de tout groupe. 
D'autre part il est clair que si s k désigne une substitution déterminée 
de la tè ème classe, on obtient toutes les substitutions de la première 
classe, et chacune une fois seulement, en multipliant par s k l 
toutes les substitutions de la k iim * classe. Il en résulte que chaque 
classe renferme le môme nombre de substitutions ; si on désigne ce 
nombre par n, le groupe renferme mjx substitutions ; son ordre est 
donc un multiple de son degré m. 

85. Les groupes les plus simples sont les groupes formés d'une 
substitution circulaire et de ses puissances ; dans le cas où la 
substitution circulaire déplace p indices, ils sont de degré et 
d'ordre égal à p ; leur structure est intuitive. D'ailleurs dans le 
cas où p n'est pas un nombre premier , ces groupes sont com- 
posés et sont des produits de groupes de môme nature ayant pour 
ordre et degré les divers facteurs premiers de p. Nous pouvons donc, 
au point de vue qui nous intéresse, considérer seulement les grou- 
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pes de substitutions circulaires déplaçant un nombre premier de 
lettres. D'ailleurs tout groupe dont Tordre est un nombre premier 
est un groupe de cette nature, car il est clair que Tordre d'un groupe 
est un multiple de Tordre de tous les cycles qui figurent dans les 
substitutions du groupe ; donc si un groupe estd'ordre premier p, 
ces substitutions ne renferment que des cycles d'ordre p ; elles peu- 
vent d'ailleurs en renfermer plusieurs si le groupe n'est pas sup- 
posé transitif. 

Nous verrons bientôt que le groupe simple d'ordre le moins 
élevé et non cyclique est d'ordre 60 ; c'est le groupe de fico- 
saèdre, dont nous dirons quelques mots plus loin ; son étude est 
d'ailleurs assez compliquée. On comprend dès lors Tintérêt particu- 
lier qui s'attache aux groupes cycliques et l'importance que pré- 
sente la question de savoir à quelles conditions un groupe peut être 
décomposé en produit de groupes cycliques. Nous disons qu'un tel 
groupe est résoluble et que l'équation correspondante est réso- 
luble ; il est clair en effet que lorsque cette décomposition est effec- 
tuée, la nature de l'indétermination des divers symboles définis par 
l'équation saute aux yeux d'une manière immédiate. 

Nous allons d'abord étudier la question et la résoudre d'une façon 
complète pour les groupes de degré premier. Il est clair que pour 
qu'un groupe soit résoluble, il est nécessaire et suffisant que tous 
ses facteurs de composition soient des nombres premiers ; or si on 
a un groupe transitif de degré premier p, tous ses sous-groupes in- 
variants sont transitifs et ont par suite pour ordre un multiple de 
p\ donc le dernier des groupes de la série de composition a pour 
ordre un multiple de p ; cet ordre est d'ailleurs le facteur de compo- 
sition correspondant (puisque la série de composition se termine par 
la substitution identique) ; donc ce derniergroupe de la série de com- 
position est d'ordre p ; comme il est transitif c'est un groupe 
cyclique d'ordre p. 

Le problème se trouve donc ramené au suivant : Déterminer tous 
les groupes de degré p dont la série de composition se termine par 
une substitution circulaire d'ordre p. 

Pour résoudre ce problème il est commode d'introduire une 
notion nouvelle et qui acquiert en arithmétique une grande impor- 
tance, celle de la représentation analytique des substitutions. 



GROUPES RÉSOLUBLES 305 

86. Considérons p lettres x u x 2 , ..., x p (nous ne supposons pas 
d'abord que p soit un nombre premier ; cette hypothèse sera intro- 
duite tout à l'heure), et soit 

X\ *^â • • • X p 
X x X$ ... Xx 

une substitution de ces p lettres, les lettres a, p, ..., X ne repré- 
sentent pas autre chose que les nombres 1, 2, ..., p pris dans 
un ordre différent. Nous savons construire une fonction <J>(2), de 
degré au plus égal à p — 1, qui prend pour z = 1, 2, ..., p les 
valeurs a, p, ..., X ; si Ton pose en effet 

? (z) = (z-l)(z-2) ...(;-/>), 



Ton a 



U (x-i) ? '(i) (*-*)?'(*) 



Les coefficients de cette fonction ne sont pas nécessairement entiers; 
on peut, à l'aide d'une convention simple et naturelle, s'arran- 
ger pour qu'ils le soient. Les indiens que nous considérons ne 
peuvent prendre que les valeurs 1, 2, ...,p ; les autres valeurs 
n'ayant pas de sens, nous sommes libres de leur donner tel sens 
qu'il nous plaira et de convenir, par exemple, que deux indices 
congrus suivant le module p seront considérés comme équivalents. 
Dès lors nous pouvons, à l'expression analytique *(;), qui repré- 
sente des indices, ajouter ou retrancher un multiple de p et il est 
facile de voir, d'après les remarques faites dans la théorie élémen- 
taire des congruences, qu'on peut ainsi s'arranger de manière que 
tous les coefficients soient divisibles par p. D'ailleurs la simplifi- 
cation peut se faire d'une manière immédiate, dans le cas où p est 
premier, en utilisant le théorème de Fermât et les propositions 
établies sur le calcul des fractions (mod. p). 
On a en effet 



?{z)==z'-z 
et par suite 

?'(-) = ~ * 
d'où l'on conclut 


(mod. p), 
(mod. p). 


♦w-^)[rli + x^+-+ 


z-p] (m ° d - p) - 


Le polynôme *(s) est de degré p — 1 en 


z ; calculons le coé 


ficient de z ? "~ l : c'est évidemment 

a-f-pH H-X = i-f-2H hp = 


p(p — i) 

2 ' 
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p étant un nombre premier impair, ce nombre est divisible par p ; 
*(z) est donc congru (mod. p) à un polynôme de degré p — 2 au 
plus. C'est là une propriété très importante des polynômes h coeffi- 
cients entiers qui peuvent représenter des substitutions ; mais cette 
propriété ne suffit pas à les caractériser. M. Hermite a démontré 
une proposition plus complète : considérons une fonction <ï>(z) et 
ses p — 2 premières puissances ; ce sont des polynômes en z 
dont nous pouvons abaisser le degré au-dessous de p à l'aide de 

la congruence identique 

z v = z (mod. p). 

Soient <?,(z), «p 2 (s), . . . , <? ;( _ 2 (3) les polynômes de degré p — i 
ainsi obtenus. Le théorème de M. Hermite est le suivant : Pour 
que *(z) représente une substitution, il faut et il suffit que dans chacun 
des polynômes <?i, <?*,.. , ?^_ 2 , le coefficient de z*~ x soit congru à 
zéro (mod. p). 

Soit en effet 

o m {z) =e [*(*)]"• = A m -+. J3 m z 4- C m z' + • • • -h L m z^ (mod. p) ; 

donnons à z les valeurs successives 1, 2, ..., p et ajoutons les 
relations obtenues ; on aura 

2[*(z)f = pA m -h B m 2z -h C m 2z» + ■ ■ • + US'-» (mod. p). 

Mais les sommes 2z 1 ' = V -+- 2 £ + . . . -f-p £ sont toutes con- 
grues à zéro (mod. p) tant que i est inférieur à p — 1. Pour 
i = p — i, on a ïz^ 1 = p — 1 (mod. p), car pour z différent 
de p on a z** -1 eee 1 (mod. p) et pour z = p, z** -1 = 0. 

11 reste alors 

E[*(s)]« = (p — 1)L OT (mod. p). 

D'autre part, d'après l'hypothèse faite sur *(z) les termes de 
2[«ï>(z)] m sont, à l'ordre près, ceux de la suite Sz m , donc 

S[*(5)j m = (mod. p). 

On peut donc en conclure L m =0(mod. p) 

pour m = 0, 1, 2, . . . , (p — 2). 

Réciproquement, si les coeflicients L , L|, . . ., L ; _ s sont congrus 
k zéro suivant le module p, les expressions 

2*(z), ï[*(z)]', ... ,S[*(z)>-* 

le seront également. 
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La congruence qui aura pour racines *(1), <ï>(2), . . . , *(p) aura 
donc tous ses termes nuls (mod. p) sauf ie premier, et se réduira à 

Z' — <xZ = (mod. p). 

Mais les racines de cette congruence satisfont aussi d'après le 
théorème de Fermât à la congruence 

Z* — Z = (mod. p) 

et par suite à la congruence 

(« — i)Z=0 (mod. p) 

Le nombre a ne peut différer de l'unité, sans quoi le polynôme 
<ï>(z) de degré (p — 2) s'annulerait suivant le module p pour les 
p valeurs 1, 2, . . ., p. Donc a = 1 et les quantités 

*({), *(2), ...,*(p) 

sont respectivement congrues aux nombres 1,2, . . ., p. 

A l'aide de ce théorème, on peut trouver aisément les fonc- 
tions *(z) propres à représenter une substitution ; on facilite cette 
recherche en remarquant que si *(*) représente une substitution, il 

en est de même de 

<P{az + b) -+- c, 

a, 6, c étant des constantes ; ceci permet de simplifier la forme des 
fonctions cherchées 4>(z), en profitant des arbitraires a, b,c ; on les 
rétablira ensuite pour avoir la solution générale. Mais nous ne vou- 
lons pas traiter celte question intéressante et encore incomplètement 
étudiée ; pour plus de détails à ce sujet, nous renverrons au mé- 
moire de M. Hermite [Annales de Tortolini). 

87. Il est facile d'exprimer analytiquement qu'un groupe, formé 
des substitutions ?,(z) [i î = i , 2, . . . , r] reste invariant par une 
substitution f(z) ; il est clair que l'on doit avoir identiquement 

f[o{z))~o k [f[z)\ (mod.p), 

i étant un indice quelconque et k dépendant de i. Proposons-nous 
de chercher tout d'abord un groupe admettant comme sous-groupe 
invariant le groupe G formé des puissances d'une substitution cir- 
culaire d'ordre p. Si on écrit celte substitution 

[X U # 2 , .. ., X p ), 

elle est représentée analytiquement par la fonction z + 1, ou. 
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suivant un usage assez général, par la notation 

(Z | z + i). 
Ses puissances successives sont 

(s|* + i), 



(z | :-fp-i). 
Il s'agit de trouver dans quel groupe H ce groupe G peut être 
invariant ; soit f(z) une substitution du groupe H ; on doit avoir, 
d'après une remarque faite plus haut, 

/(*+!) = A*) -+-«. 

a ne dépendant pas de z ; en changeant successivement z en 
î + 1, z -+■ 2, . . . , z-\- a?, on obtient 

f[z +-2) = f(z + i) + a = f(z) + 2a, 



f(z + x) = ^2 + a?-l) + a = /(z) + a;a; 
d'où, en faisant z = 0, /*(()) = 6 : 

/*(a?) = ax-hb. 

Le groupe H ne peut donc renfermer que des substitutions de la 

forme 

(z | az 4- 6), 

c'est-à-dire des substitutions linéaires. Supposons a différent de 
l'unité, de manière à avoir des substitutions différentes de celles 
dont nous sommes partis ; il est aisé de déterminer l'ordre d'une 
substitution de cette forme, c'est-à-dire l'exposant de la première 
puissance de cette substitution qui se réduit à la substitution iden- 
tique. Soit en effet 

s — (z | az -f- b) ; 
on a 

s* = (z | a(az h- b) -h b) = (z | a*z -+- ab -+- b). 

De môme 

s n = (z | a^-ha^-ha^H haô-hà). 

Pour que s" se réduise à la substitution identique, il faut et il suffit 
que l'on ait 
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a n = 1 (mod. p), 

b(a n ~ l -f- a*' 2 h h a -+- 1 ) = (mod. p). 

Si, comme nous le supposons, a est différent de 1, la première 
congruence entraine la seconde et Ton voit que la valeur cherchée 
de n est l'exposant auquel appartient a relativement au nombre 
premier p. L'ordre des substitutions dans lesquelles a diffère de 
l'unité est donc inférieur à p. 

Il est maintenant facile de continuer, c'est-à-dire de rechercher 
dans quel groupe H' le groupe H peut ôlre invariant ; soit a 
une substitution de H', la transformée par * d'une substitution 
d'ordre p de H est encore d'ordre p et de plus appartient à H, 
puisque H est invariant ; mais nous venons de voir que les seules 
substitutions d'ordre p de II sont les substitutions de G ; donc G 
est invariant dans H' (*). Donc H' ne renferme que des substitu- 
tions linéaires. Le groupe d'une équation résoluble de degré pre- 
mier se compose donc exclusivement de substitutions linéaires. 

88. Nous allons démontrer la réciproque, en faisant voir que les 
facteurs de composition d'un tel groupe sont nécessairement pre- 
miers. Il est clair d'abord que toutes les substitutions linéaires 
(s | az h- p) forment un groupe et que l'ordre de ce groupe est 
p(p — 1), puisque l'on peut donner à a et p toutes les valeurs 
incongrues (mod. p) sous la réserve que a est différent de zéro 
(mod. p). 

Désignons par g une .racine primitive (mod. p) et par s et t les 
deux substitutions, d'ordres p et p — 1, 

(* I 0*). (0 

Il est aisé de voir que toutes les substitutions du groupe peuvent 
se mettre d'une manière et d'une seule sous la forme, s a t b , dans la- 
quelle on donne h a p valeurs incongrues (mod. p) et à 6, p — 1 
valeurs incongrues (mod. p — 1). On voit ainsi une fois de plus 
que le groupe se compose de p(p — 1) substitutions distinctes. 



(•) Remarquons en passant que dans une série de composition quelconque, cha- 
que groupe est par définition un sous-groupe invariant du précédent, mais non de 
tous les précédents. 
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Pour connaître complètement la structure du groupe, il nous reste 
a savoir comment ces substitutions se composent entre felles. 
11 suffit, pour cet objet, de vérifier l'identité 

s a J b = f*.**\ 

En effet, s" remplace z par z + a, et t b remplace z -h a par 
^(z+a); le produit s a l b remplace donc z par tf>z-{-ag b \ on 
voit de suite que t b s°^ produit le môme effet. 
Inversement, Ton a 

puisque g J/ ~ l = 1 (mod. p). 

Il est maintenant facile de mettre sous la forme s a t b le produit 
d'un nombre quelconque de substitutions données sous cette forme ; 
Ton a immédiatement 

s a t b .s*'t b ' — * a (j»**y = jv'* ;> ~ 1 ~V/ 6, = «•+ € '^ 1 "*. <*+*'. 

Le point capital à retenir, point d'ailleurs à peu près évident a priori, 
c'est que l'exposant de t dans le produit est égal à la somme des 
exposants de t dans les facteurs ; il en résulte que, si dans un pro- 
duit d'un nombre quelconque de substitutions on change l'ordre 
des facteurs, l'exposant de s peut seul être modifié dans le produit ; 
celui de l reste invariable. Donc u et » désignant deux substitu- 
tions quelconques du groupe G, on a, k étant un entier déterminé, 

ce qui peut s'écrire 

Donc, tout sous-groupe dont fait partie la substitution s est inva- 
riant dans le groupe G (et par suite a fortiori dans tous les sous- 
groupes de G qui le renferment) ; car v étant une substitution de 
ce sous-groupe, la transformée s k v de v par une substitution quel- 
conque « de G en fait aussi partie. 

Il suffit donc, pour montrer que les facteurs de composition de G 
(et aussi de tout sous-groupe de G renfermant s) sont des nombres 
premiers, de constater que tout sous-groupe de G renfermant s 
admet un sous-groupe d'indice premier (renfermant aussi *). Les 
sous-groupes que nous considérons renfermant tous la substitu- 
tion s peuvent être classés d'après les exposants que peut avoir la 
substitution t dans leurs diverses substitutions. Il est clair que si 
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un groupe renferme la substitution t a , il renferme toutes les substi- 
tutions de la forme t ma ; le nombre de celles de ces substitutions 
qui sont distinctes est évidemment égal au quotient de p — i par 
le plus grand commun diviseur de a et de p — i ; on en conclut 
qu'à tout diviseur d de p — i (p — 1 = md) correspond un sous- 
groupe de G d'ordre wip, formé des substitutions 

t d , l M ,,.,^ = i 

et de leurs produits par les diverses puissances de s. D'ailleurs il 
est clair que si d' est un diviseur de d, le sous-groupe correspon- 
dant à d' renferme le sous-groupe correspondant à d. On en conclut 
que les facteurs de composition de G sont les facteurs premiers de 
p — i dans un ordre arbitraire, et le nombre p (*). 

Donc, pour qu'une équation irréductible de degré premier soit réso- 
luble, il faut et il suffit que son groupe ne renferme que des substitu- 
tions de la forme 

(* | « + p). 

Ces équations sont dites équations métacycliques ou équations 
de Gai ois. 

89. L'étude des équations de degré composé est beaucoup plus 
difficile, car la représentation analytique des substitutions, qui 
nous a été si utile, devient moins simple ; on est en effet obligé, 
dans le cas le plus simple où le degré de l'équation est une puis- 
sance p v d'un nombre premier, soit de prendre pour indices les p v 
valeurs incongrues d'une imaginaire de Galois, racine primitive de 
la congruence 

i pv = i (mod. p), 

soit d'affecter chaque racine de v indices, dont chacun prend p va- 
leurs incongrues (mod. p). C'est encore plus compliqué lorsque le 
degré n'est pas une puissance d'un nombre premier. Aussi n'entre- 
rons-nous pas dans cette étude, nous contentant de renvoyer aux 



(*) Remarquons que, si l'on a démontré que le passage d'une série de compo- 
sition à une autre permutait les facteurs de composition, on n'a nullement 
prouvé que toute permutation de ces facteurs pouvait être ainsi obtenue, ce 
qui n'est d'ailleurs pas exact ; nous signalons ici l'arbitraire qui subsiste dans 
leur ordre, dans le cas particulier considéré. 
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savantes recherches de M.Jordan (*). Nous démontrerons seulement 
le théorème qui a servi de base à ces recherches et qui est dû à 
Galois; ce théorème met d'ailleurs en évidence la constitution du 
groupe d'une équation résoluble, aussi tenons-nous à le donner : 

Pour qu'une équation soit résoluble, il faut et il suffit qu'on puisse 
dériver son groupe G d'une échelle de substitutions 1, a, 6, . . ., / telles 
que : i° le grovpç dérivé d'un nombre quelconque des premières 
i, a, 6, ..., h soit un sous-groupe invariant de G ; 2° la première puis- 
sance de chacune des autres k...l qui soit contenue dans ce sous- 
groupe soit de degré premier. 

Soit N Tordre du groupe G de l'équation ; désignons par 
G, H, I...M, i une suite de composition de G et soient X, p, ..., p les 
facteurs de composition, qui sont ici des nombres premiers. Soient 
h\,h % , • • ■» ** l es substitutions de H, g une substitution de G ne 
faisant pas partie de H, g* la première puissance de g qui appar- 
tienne à H. Le groupe Gi dérivé de la combinaison de g avec H 

N 
aura évidemment « • y substitutions distinctes , puisque Tordre 

N 
de H est y * Mais Gi est contenu dans G, donc l'ordre de Gi doit 

diviser l'ordre N de G, ce qui exige, puisque X est premier, « = X. 

Donc G résulte de la combinaison de H, sous-groupe invariant 
de G, avec g, et la première puissance de g contenue dans H est 
d'ordre premier X. 

On voit de môme que H résulte de la combinaison d'un de ses 
sous-groupes invariants I avec une substitution /", telle que la pre- 
mière puissance de f contenue dans I soit d'ordre premier p, 
etc. . . 

Réciproquement, si G résulte de la combinaison des substitutions 
i, a, 6, . ., / vérifiant les conditions énoncées au théorème, on aura 
une suite de groupes, d'ordres 

N > r x^ 

X, p, ... étant premiers et chacun de ces groupes étant un sous-groupe 
invariant du précédent ; X, p, . . . sont donc les facteurs de compo- 
sition de G, et comme ils sont premiers, l'équation correspondante 
sera résoluble. 

H Traité des Substitutions. 
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90. Nous allons examiner ici le cas où le groupe de l'équa- 
tion donnée est le groupe symétrique, c'est-à-dire où l'équation 
proposée est générale : nous allons chercher à déterminer la suite 
de composition du groupe symétrique ; nous trouverons ainsi à 
quelle condition l'équation générale est résoluble. 

Considérons donc le groupe symétrique G n! et désignons par H 
un sous-groupe invariant de G,,.. D'après la définition môme d'un 
sous-groupe invariant, si le groupe H contient une substitution h, 
il contient également les transformées de h par les substitutions 
de G n! , c'est-à-dire toutes les substitutions semblables à h. 

Soit alors h une substitution de H ; ou bien elle renferme des 
cycles de plus de deux lettres, ou elle ne renferme que des cycles 
de deux lettres. Plaçons-nous dans le premier cas et mettons en 
évidence l'un des cycles de plus de deux lettres en écrivant 

h =(*i«rt ).h', 

h! étant une substitution des lettres qui ne figurent pas dans ce 
cycle. 

Soient maintenant p 4 , p 2 , fr» troislettres quelconques; considérons 
les deux substitutions 

/? 1 = (p3pip s Y ).*, 

*î = (fafcpiY )■*, 

qu'on obtient en mettant d'une part au lieu de à u a 2 , a 3 les trois 
lettres p 3 , p t1 p 2 ou p 3 , Pi» Pi, et d'autre part en remplaçant dans 
h toutes les autres lettres d'une manière quelconque, la même 
pour k t et k%. Ces deux substitutions k x et A 2 sont par construc- 
tion semblables à h; elles appartiennent donc à H et il en est de 
même du produit k 2 .k^ 1 qui se réduit visiblement à la substitution 
circulaire (piP 2 p 3 ). 

Le groupe H contient donc une substitution circulaire quelconque 
de trois lettres. 

Plaçons-nous ensuite dans le second cas où tous les cycles de h 
sont de deux lettres (ou transpositions) et supposons que n soit supé- 
rieur à quatre. 

D'abord on doit supposer que h contient plus d'un cycle, car si h 
contient une transposition, il les contiendra toutes et par suite sera 
identique à G nI . 

Soit donc h = (aia 2 )(B 1 p 2 ) . A', en mettant en évidence deux trans- 
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positions; désignons par Yii Ys> Ï3» Y* quatre lettres quelconques et 
considérons les deux substitutions 

*i = (yiïi)(y«Y*) *i 

*a =(YiY3)(Y2Yi)-*i 
déduites de h comme il a été dit précédemment. Le groupe H con- 
tient k x et ki, donc aussi k t kï x = (YiYiXYsYa)- 
Il contient donc également la substitution 

k 3 = (yiYi)(yiY«)i 
Y 5 étant une cinquième lettre arbitraire, et par suite le produit 

k t kVk a = (YtYvYa)i 
c'est-à-dire comme précédemment une substitution circulaire de 
trois lettres quelconques. Nous pouvons donc affirmer que, dans 
tous les cas, n étant supérieur à 4 : Tout sous-groupe invariant du 
groupe symétrique contient toutes les substitutions circulaires de trois 
lettres. 

91. Nous sommes ainsi amenés à rechercher quels groupes peu- 
vent renfermer toutes les substitutions circulaires de trois lettres ; 
ce qui précède montre qu'ils renferment aussi le produit de deux 
transpositions quelconques [on a : (a?iavr 8 ) (ar,a?*r 4 ) = [xix % ) (a?*r 3 )] ; 
ils renferment donc toutes les substitutions qui sont le produit d'un 
nombre pair de transpositions. Or, il est aisé de voir que toute 
substitution peut être décomposée en un produit de transpositions 
(pouvant avoir des lettres communes) ; cette décomposition est 
d'ailleurs possible d'une infinité de manières, mais la parité du 
nombre de transpositions est invariable : on peut le montrer de bien 
des manières (*). Considérons, par exemple, la fonction déjà étudiée 

$ = (*! — a 8 )(a?i — ar,) ... (a?, — x n ) 
(#j — x 3 ) . . . (a?2 — x n ) 



(a? n _! — x n ) . 
Il est facile de voir que l'effet d'une transposition est de changer 



O Une démonstration est basée sur la division des permutations en deux classes, 
que 1 on effectue dans la théorie élémentaire des déterminants 
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le signe de 8; donc une substitution se compose d'un nombre pair 
ou impair de transpositions suivant qu'elle laisse 3 invariant ou 

qu'elle change son signe. On reconnaît ainsi qu'il y a ^ substitutions 

2 

qui se composent d'un nombre pair de transpositions; elles forment 
un groupe dont 8 est un invariant caractéristique ; ce groupe a 
été nommé groupe alterné et ses invariants caractéristiques sont 
appelés fonctions alternées. Il résulte donc de ce qui précède que : 
Le seul sous-groupe invariant du groupe symétrique est le groupe 
alterné ; son indice est égal à deux. 

92. Nous connaissons déjà le premier terme de la suite des groupes 
que nous cherchons à former, il s'agit maintenant de rechercher 
les sous-groupes invariants du groupe alterné. Ceci va être très 
facile en appliquant un procédé analogue à celui qui nous a conduit 
au premier résultat. 

Soit H un sous -groupe invariant de G„, ; d'abord H comme 

G n , ne pourra renfermer que des substitutions paires. Parmi toutes 
T 
ses substitutions, considérons-en une de celles qui modifient le 

moins de lettres et décomposons-la en cycles ; dans aucun cycle il 
ne pourra y avoir plus de trois lettres. 

Si on avait en effet A = (*i*î« 3 a i . • •)• *'» ' a transformée de A 
par la substitution (a 2 a 3 a v ) qui appartient à G n , appartiendrait aussi 

à H. 

Soit k cette nouvelle substitution : k = (aja 3 a v a 2 . .). A'; le 
produit h~ l k = («1*3*1 • • • ) • • • appartient encore à H ; or il ne 
renferme plus ni « t ni les lettres de A', c'est-à-dire modifie moins 
de lettres que A, contrairement à l'hypothèse. Donc il est nécessaire 
que A soit composée de cycles d'au plus trois lettres. 

Comme la substitution A est paire, elle renfermera un nombre 
quelconque de substitutions circulaires de trois lettres et un nom- 
bre pair de transpositions. On peut d'abord y supposer les trans- 
positions disparues, car elles n'existent plus dans A 8 qui contien- 
drait moins de lettres que A, et qui, si A renferme une ou plusieurs 
substitutions circulaires, ne se réduit pas à la substitution iden- 
tique. 

On a donc simplement à examiner le cas où A se compose d'un 
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nombre pair de transpositions et celui où cette substitution con- 
siste en permutations circulaires de trois lettres. 
Soit dans le premier cas 

A = (« iaf )(P,p 1 )A'; 

transformons A par la substitution («t^Pi) qui appartient au 
groupe alterné ; nous obtenons la substitution k : 

k = («.p^pi)*', 
qui appartient aussi à H ; il en est donc de même du produit A _, À% 
c'est-à-dire de (aiPi) (oîp 2 ). Donc la substitution h ne doit contenir 
que deux transpositions et il est alors évident qu'en la transfor- 
mant par toutes les substitutions de môme forme, qui se trouvent 
en effet dans G„, on obtiendra toutes les substitutions formées de 

deux transpositions. Le groupe H qui doit les contenir toutes est 
donc identique avec le groupe alterné. 
Soit de même, dans le second cas, 

A = ( ai ot 2 a 3 )(p 1 p î p 3 ).A', 

en supposant que A contienne au moins deux substitutions circu- 
laires de trois lettres. Transformons A par la substitution (»i*îP t ); 

nous obtenons 

k = («# i * 2 )(a i fâ z ). A', 

qui appartient à H ainsi que kh = («iPiPaPî). A' 1 . 

Mais cette dernière substitution contient une lettre «î en moins 
que A, donc il est nécessaire que A ne contienne qu'une substitu- 
tion circulaire de trois lettres. 

Soit donc A = («1*^3) et p,, p s , p 3 trois lettres quelconques ; 
on peut transformer à l'aide d'une substitution du groupe alterné A 
en (PiPsPs)- H suffit en effet de transformer par la substitution 

* = («iftT) 
Y différant de «t, « 2 , « 3 , Pi, pour obtenir (P,a,* 3 ) à laquelle on appli- 
querait un procédé analogue. Donc le groupe H contient toutes les 
substitutions circulaires de trois lettres, c'est-à-dire se confond 
avec le groupe alterné. 

Nous arrivons donc à ce résultat que le groupe alterné ne possède 
pas de sous-groupe invariant ; en d'autres termes : Le groupe alterné 
est simple. 

Il résulte immédiatement de là que la suite de composition du 
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groupe symétrique de plus de quatre lettres est formée du groupe 
symétrique, du groupe alterné et de la substitution identique. 

Le groupe alterné est d'indice premier 2 dans le groupe symétri- 
que; mais comme l'indice de la substitution identique dans le 

n! 
groupe alterné est — et que ce nombre est composé, on peut dire 

25 

que : 

L'équation générale d'ordre n n'est pas résoluble lorsque n est supé- 
rieur à 4. 

Il est facile de vérifier d'ailleurs que pour n < 4 le groupe sy- 
métrique a des facteurs de composition premiers ; pour n = 4 
on peut choisir les groupes suivants pour la série de composition : 

1° le groupe symétrique, d'ordre 24 ; 

2° le groupe alterné, d'ordre 12 et par suite d'indice 2 ; 

3° le groupe H formé des substitutions 

1, (rix 2 )(.r 3 a? v ), (x 1 x a )(j: 2 .rj, (ar^X-r,^), 

et par suite d'ordre 4 et d'indice 3 dans le précédent; 
4° le groupe H t formé des substitutions 

1, (x l X t )[x^ i ) 9 

d'ordre 2 et d'indice 2 dans le précédent ; 
5° la substitution identique, d'indice 2 dans H,. 

93. On voit que le groupe simple qui s'offre immédiatement à nous, 
après les groupes cycliques, est le groupe alterné de 5 lettres; il 

1 2 3.4.5 

est d'ordre = GO ; on le nomme groupe de l'icosaè- 

dre parce qu'il est isomorphe au groupe des déplacements que 
l'on peut effectuer sur un icosaèdre régulier pour le faire coïn- 
cider avec lui-môme ; cette coïncidence est possible de 60 manières 
différentes puisque Ticosaèdre a 20 faces triangulaires et que Ton 
peut par suite faire coïncider une face déterminée avec une face 
quelconque de trois manières différentes; les déplacements qui réa- 
lisent cette coïncidence forment évidemment un groupe, lequel est 
d'ordre 60. Pour démontrer son isomorphisme avec le groupe alterné 
de 5 lettres, on remarque que les 15 droites qui joignent au centre 
de Ticosaèdre les milieux de ses trente arêtes forment 5 trièdres 
trirectangles ; et que si l'on numérote ces trièdres 1, 2, 3, 4, 5, à 
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tout déplacement de Ticosaèdre correspond une substitution du 
groupe alterné effectuée sur ces numéros, et réciproquement. Nous 
laisserons ce point à démontrer à nos lecteurs et nous les renver- 
rons pour plus de détails sur le groupe de Ticosaèdre à l'intéres- 
sant ouvrage de M. Klein (*). Nous avons voulu seulement donner 
une idée de la complication qu'atteint l'étude directe des groupes 
non cycliques, même dans le cas où on est aidé par une interpré- 
tation géométrique relativement simple. Nous justifions ainsi, à un 
point de vue purement abstrait, le nom de résolubles qui a été donné 
aux équations dont le groupe est un produit de groupes cycliques. 



(*) Vorlesungen ûber dos Icosaeder und die Auflosung der Gleichungen vom 
fûnften Grade. 



CHAPITRE VII 
APPLICATIONS - CONCLUSION 



I. — Équations normales. 

94. Nous avons dans les pages qui précèdent étudié d'une ma- 
nière précise la symétrie que présente l'ensemble des relations ra- 
tionnelles entre les racines d'une équation irréductible quelconque ; 
nous avons déduit de cette étude les diverses manières de parvenir 
à une expression explicite de ces racines à l'aide d'autres nombres 
algébriques bien déterminés, c'est-à-dire les diverses manières de 
résoudre algébriquement l'équation. Les résultats obtenus prennent 
une forme particulièrement simple lorsque l'équation que l'on con- 
sidère est une équation normale : il est clair, en effet, que toutes les 
racines d'une telle équation 

F(s) = 

s'exprimant rationnellement au moyen de l'une d'entre elles Ç, toutes 
leurs fonctions rationnelles sont des fonctions rationnelles de Ç; d'où 
il résulte que toute réduction possible du groupe de l'équation peut 
être obtenue en introduisant dans le calcul des fonctions rationnelles 
de Ç, lesquelles sont toutes les racines d'une équation irréductible à 
coefficients entiers. Si l'on observe que toutes ces racines peuvent 
s'exprimer rationnellement à l'aide d'un nombre algébrique normal, 
qui en est une fonction linéaire à coefficients entiers, on en conclut 
qu'il suffit, pour obtenir la môme réduction du groupe, d'introduire 
dans le calcul ce nombre algébrique normal, qui est visiblement 
fonction rationnelle de Ç. Nous sommes donc amenés à rechercher 
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les moyens de réduire le groupe d'une équation normale par l'intro- 
duction dans le calcul d'un nombre algébrique normal, fonction ra- 
tionnelle de Tune de ses racines. 

Nous complétons ainsi un résultat essentiel obtenu dans le 
Chapitre IV ; nous y avons en effet établi qu'on doit rechercher parmi 
les nombres algébriques normaux les symboles-types qu'il est nécessaire 
d'introduire dans le calcul pour que toute équation irréductible ait un 
nombre de racines égal à son degré ; on voit ici que l'étude de la na- 
ture algébrique de chacun de ces nombres, ou de la réduction du 
groupe de l'équation normale qu'il vérifie, n exige que la considéra- 
tion de nombres algébriques normaux qui en sont des fonctions ration- 
nelles. C'est cette étude que nous allons aborder directement. 

95. Soit donc F(z) = une équation normale irréductible de 
degré n, dont les coefficients peuvent même être supposés entiers, 
le premier d'entre eux étant l'unité ; désignons par Ç l'une de ses 
racines ; on obtiendra toutes ces racines, 

qui sont des polynômes en î à coefficients entiers, en décomposant 
dans le domaine algébrique [Ç] le polynôme F(z) en ses facteurs 
irréductibles. 

Considérons alors une fonction entière de Ç à coefficients entiers 
^(Ç) ; les diverses expressions <?(*,(£)) peuvent être distinctes ou non: 
lorsqu'elles le sont, ç peut s'exprimer à l'aide de o(Ç) sous forme 
de polynôme entier à coefficients entiers, les entiers algébriques Ç 
et <p(Ç) sont des nombres algébriques de même nature et l'étude de 
l'équation irréductible que vérifie <p(Ç) est équivalente à celle de l'é- 
quation donnée. Dans le cas contraire, le nombre p des détermina- 
tions distinctes de <?(>,(?)) est un diviseur de n ; soient n = p.q, 

?.(C), ?«(0. ...i ?*(0 

ces déterminations distinctes ; chacune d'elles reste invariante par 
q transformations de la forme [Ç, X,{£)], lesquelles forment néces- 
sairement un groupe. 

Ces groupes, en nombre égal à p, sont précisément ceux que nous 
avons nommés groupes conjugués dans le groupe G, formé par toutes 
les transformations [Ç, ^(Ç)]; on pourrait en établir ici directement 
les principales propriétés. Pour que l'entier algébrique o (Ç) soit nor- 
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mal, il est nécessaire et suffisant que ces p groupes coïncident ; 
o(Ç) est alors un invariant caractéristique d'un sous-groupe invariant 
H du groupe G. L'équation irréductible que vérifie ?(ï) est de degré 
p et le groupe de cette équation normale est le groupe d'ordre p 
formé des substitutions que subit la suite ? t , © 2 , ...,?,, par les 
transformations [Ç, >, (Ç)j. 

Supposons que Ton introduise dans le calcul l'entier algébrique 
<p(Ç); le polynôme F (2) peut être décomposé dans le domaine 
algébrique ainsi obtenu en p facteurs irréductibles, tels que chacun 
d'eux demeure invariable par les transformations du groupe H. Ces 
facteurs égalés à zéro donnent visiblement des équations normales 
dont le groupe dans le domaine [o(Çj] est précisément H; on passe 
d'ailleurs de l'une d'entre elles à toutes les autres par des transfor- 
tions [Ç, X, (Ç)]; il suffit par conséquent d'en étudier une seule. 

Nous voyons ainsi que pour étudier* une équation normale de degré 
pq, dont le groupe G admet un sous-groupe invariant H d'ordre q, 
il suffit d'étudier successivement deux équations normales : la pre- 
mière d'ordre p dont le groupe est le quotient de G par H, désigné 
plus haut par G | H, la seconde d'ordre q dont le groupe est le sous- 
groupe H lui-même. 

Cette méthode de réduction peut évidemment être appliquée à 
chacune des deux équations normales qu'on vient d'obtenir, et l'on 
pourrait continuer ainsi jusqu'à ce qu'on parvienne à des équations 
simples, c'est-à-dire dont le groupe n'admet point de sous-groupe 
invariant. L'étude de la décomposition du groupe G, faite dans le 
chapitre précédent, fournit un procédé plus régulier pour obtenir le 
même résultat. 11 est clair en effet, que si nous connaissons une 
suite de composition de G : 

G, H, I, J, ..., 1, 

il suffit de choisir le groupe H comme premier sous-groupe inva- 
riant pour que l'équation dont le groupe est G | H soit simple, d'après 
la définition même d'une suite de composition. Il suffira ensuite 
d'appliquer la méthode à l'équation dont le groupe est H ; on choisira 
pour cela le sous-groupe I, invariant maximum dans H, et on con- 
tinuera de même. 

On obtiendra donc à chaque opération une équation normale simple ; 
ces équations normales se présentent d'ailleurs dans un ordre tel 
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que les coefficients de chacune d'elles soient fonction entière des 
racines des précédentes. 

Tout entier algébrique normal peut ainsi s'obtenir par Cintroduction 
successive, dans le calcul, d'entiers algébriques normaux, racines d'équa- 
tions normales simples. 

On peut observer que les groupes de ces équations normales sim- 
ples sont précisément les groupes facteurs de G; on en conclut que 
ces groupes sont déterminés lorsqu'on donne G et ne dépendent 
pas du procédé particulier employé pour les former, procédé qui ne 
peut faire varier que Tordre dans lequel ils se présentent. 

L'étude d'un domaine algébrique quelconque se trouve ainsi 
ramenée à l'étude successive d'un certain nombre d'équations nor- 
males simples, dont les groupes sont fixés lorsqu'on donne le do- 
maine. 

96. Nous venons de voir que, dans le cas des équations normales, 
à toute réduction du groupe correspond une décomposition de 
l'équation en facteurs, exactement équivalente. Il n'en est pas tou- 
jours de même dans le cas général ; il peut arriver que l'introduc- 
tion dans le calcul d'un nombre algébrique réduise le groupe d'une 
équation non normale, sans pour cela la rendre réductible ; nous 
allons préciser les conditions dans lesquelles un tel fait peut se 
produire. 11 est clair qu'une équation irréductible ne peut devenir 
réductible que si son groupe est réduit à l'un de ses sous-groupes 
invariants intransitifs. Or nous avons vu (83) que lorsqu'un groupe 
G admet un sous-groupe invariant intransilif, G est imprimitif. La 
décomposition en facteurs d'une équation ne pourra donc se pro- 
duire que lorsqu'il se trouve dans l'une des suites de composition 
de son groupe, un groupe imprimitif. Nous allons voir d'ailleurs que 
dans ce cas, on peut effectivement réaliser cette décomposition. 

Étudions en effet la résolution des équations à groupe imprimilif ; 
désignons par Xji le degré de l'équation et supposons que ses 
racines se classent en X systèmes d'imprimitivité, comprenant 
chacun p racines : 

*£i» 3?*î •••> ^jn 

J/li ?/2, ..-, «An 

i 

VU »2, "., t?», 
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le nombre des lettres x, y/, ..., v étant égal à X. Par hypothèse le 
groupe G de l'équation se compose de substitutions de la forme st, 
les substitutions s portant sur les indices i, 2, ..., (x des lettres 
x, y, ..., v et les substitutions t permutant entre elles ces lettres 
x, j/, ..., v sans toucher à leurs indices ; les substitutions s for- 
ment d'ailleurs un groupe S de degré [i et les substitutions t un 
groupe T de degré X : l'ordre de G est égal au produit des ordres- 
des groupes S et T, ordres que nous désignerons par <r et x. - 
Soit X une fonction symétrique quelconque des lettres 

#1? #Si • • • i Xp, 

Y la même fonction symétrique des lettres 

Vu 2/ 2 < • M Mt! 
etc., V la môme fonction symétrique des lettres v. 

Il est clair que la fonction 

? (*) = (*-X)(*-Y)... (*-V) 
reste invariable par les substitutions du groupe G ; elle s'exprime 
donc rationnellement au moyen des coefficients de l'équation pro- 
posée ; c'est-à-dire que les expressions X, Y, ..., V sont racines 
d'une équation de degré X à coefficients rationnels. Il est facile de 
voir que le groupe de cette équation est précisément le groupe T, 
car les fonctions rationnelles de ses racines invariables par les 
substitutions de T sont précisément les fonctions rationnelles des 
racines de la proposée invariable par les substitutions de G. 

D'autre part, d'après ce que nous avons vu plus haut, il est tou- 
jours possible de choisir la fonction symétrique X de manière 
que toutes les fonctions symétriques des x s'expriment rationnelle- 
ment au moyen de X ; dès lors les fonctions symétriques des y 
s'expriment rationnellement de la même manière au moyen de Y, etc. 
On en conclut que l'on a : 

(x — Xi)(x — x 2 ) ... (x — Xy) = F(jf, X), 

(y— vt)(y— yO ••• (v — v») = F (v> Y )> 



(v — Vi )( v — Vï ) ... (v— tv) = F(», V), 

en désignant par F(#, X) une fonction entière de # et de X ; d'ail- 
leurs lorsqu'on adjoint X, le groupe de l'équation 

F(ar, X) = 
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est précisément le groupe S ; on le voit comme précédemment. 

On conclut immédiatement de là que l'équation proposée peut 

s'écrire 

F.Ê,X)F(È, Y) ... F(î,V) = 0. 

Son premier membre est le résultant des premiers membres des équa- 
tions 

w | F(t, 0=0; 
la première de ces équations est de degré X et son groupe est 
d'ordre t ; la seconde est de degré h- et son groupe d'ordre *. 

La réciproque de cette proposition est immédiate : toute équation 
résultant d'un tel calcul a son groupe imprimitif et constitué 
comme nous venons de le voir au moyen des groupes des équa- 
tions (a). 

IL — Équations abéliennes. 

97. Nous avons appelé groupe abélien un groupe dont les substi- 
tutions sont échangeables entre elles ; il résulte de cette définition 
que tout sous-groupe d'un groupe abélien en est nécessairement 
un sous-groupe invariant. On peut prévoir que cette propriété sim- 
plifiera l'étude de la structure du groupe et l'on est ainsi amené à 
considérer une classe importante d'équations normales, celles dont 
le groupe est un groupe abélien. 

Les résultats acquis dans le paragraphe précédent relativement 
au groupe d'une équation normale nous permettent alors de dire 
qu'une équation irréductible 

A») = 0, 

est abélienne lorsque : 1° ses racines s'expriment en fonction 
rationnelle de Tune d'elles x u c'est-à-dire que l'on a 

2' les fonctions © définies par les égalités précédentes vérifient 
les relations 

?a[?p(*i)] = <Pp[<P«(*0J- 

Il importe de remarquer que Ton n'a pas nécessairement d'une 
façon identique 



APPLICATIONS 325 

il suffît que cette égalité ait lieu lorsqu'on remplace x par une ra- 
cine Xi de l'équation considérée. 

La définition précédente pourrait s'étendre à des équations réduc- 
tibles, mais nous allons montrer que Ton peut se contenter d'étu- 
dier les équations abéliennes irréductibles, car les facteurs ùréduc- 
tibles <fune équation abélienne sont des équations abéliennes. 

Soit F(x) = 

une équation abélienne. Nous désignerons par f t (x) et fa(x) deux 
facteurs irréductibles de F, en supposant par exemple que x v soit 
racine de l'équation 

fi(x) = 0. 

L'équation f i (x) = Q admet les racines a? n ©(a^), ... ; elle est 
donc manifestement abélienne. 

Une racine de l'autre équation /i(a?) = est alors de la forme 
0(a? 4 ), et dans ce cas les deux équations 

m = 0, 

/i[6(*)] = 

ont une racine commune x t . L'équation /î[û(#)] = admet donc 

toutes les racines de faix), c'est-à-dire <?(#,), ty(x x ) ...; .si l'on 

pose 

6(ar,) = ar, 

les racines de fi(x) qui s'écrivent 

ôto), e[o(* f )], W*,)],... 
seront 

^1* 0[X t )y +(*,), ... 

à cause des relations de la forme 

•[?(*!)] = ?[°(*.)]- 

D'autre part ces racines vérifient des relations analogues ; on a, par 
exemple, 

?[4<^)] = ♦[?(*.)]. 
Cette relation peut en effet se déduire de la suite d'égalités 

Il reste à montrer que l'on obtient ainsi toutes les racines de 
f s (x) ; pour le voir, considérons le produit 
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étendu à toutes les racines de l'équation 

fi(x) = ; 

c'est une fonction symétrique des racines de cette équation ; elle 
s'exprime donc rationnellement au moyen de ses coefficients; or 
d'après ce que nous venons de voir, l'équation obtenue en l'égalant 
à zéro admet une racine de l'équation 

son premier membre est donc divisible par f % (x) puisque ce poly- 
nôme est irréductible. 

98. Nous pouvons donc nous borner à l'étude des équations 
abéliennes irréductibles. Soit 

f(x) = 

une telle équation, x x une de ses racines ; les autres racines sont 

de la forme 

o(jPi), <Kx,), ..., wixi). 

Les transformations [x u o(x t )] % [x u «H*,)], ..!, [*i, **(*,)] sont 
toutes les transformations distinctes d'un groupe qui est précisé- 
ment isomorphe holoédriquement au groupe de l'équation f(x) = 0. 
Nous allons mettre en évidence la structure de ce groupe, c'est-à- 
dire celle d'un groupe abélien quelconque. Nous observerons pour 
cela, en désignant par ©(ri) l'une quelconque des racines de f[x), 
que si la transformation [x,, Q(x t )] est d'ordre n, c'est-à-dire si le 
groupe formé par ses puissances est d'ordre n, et si l'on a n = p.q, 
la transformation [x^ 0'(j?i)] est d'ordre p. Si Ton considère égale- 
ment deux transformations [#,, o(x t y et [x u <K#i)] dont les ordres 
respectifs a et b sont premiers entre eux, la transformation 
[^î* tW^O]] est d'ordre égal à ab. 

Il résulte de là que si nous désignons par a, 6, . . ., / les ordres 
respectifs des transformations correspondant à ©, <]>, . . . , n*, et par 
wij leur plus petit commun multiple, qui décomposé en facteurs 
premiers peut s'écrire m t = p*q* , l'on peut former une trans- 
formation du groupe dont l'ordre est m,. En effet, p* est diviseur de 
l'un au moins des nombres a, 6, ...; supposons par exemple que 
l'on ait a = p*.a f , la transformation qui correspond à o a '(x t ) est 
d'ordre p* ; si l'on a de même b = q*.b', la transformation cor- 
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respondant à <|* 6 '(a?i) sera d'ordre égal à 9*, etc. . . La transformation 
[x ly Bi(ar,)] % où Ton a posé 

e = «p«y 

sera évidemment une transformation répondant à la question. 

Soit N le degré de l'équation f(x)=0\ si Ton a m, = N, 
toutes les racines de l'équation figurent et figurent une fois seule- 
ment dans la suite 

*i. ei(*i), ©*(*.), .■.,®r i ~ l (*i); 

dans ce cas le groupe G des transformations qu'admet l'équation 
f{x) = est formé des puissances d'une seule transformation 
[x, &i(x)]. et le groupe de l'équation est formé de toutes les puis- 
sances d'une même substitution : celle qu'éprouvent les éléments 
de la suite 

*i» ?(*i)i <K*0> ...» ^1) 
lorsqu'on y remplace a?, par e,(ar,). 

Lorsque w, n'est pas égal à N, il en est un diviseur et les puis- 
sances de la transformation [x t , Bj(ar,)] forment un sous-groupe H, 
de G, nécessairement invariant ; les transformations de G peuvent 
donc être partagées en classes telles que deux transformations d'une 
même classe puissent s'écrire sous la forme 

|>i, <W (*i)] et [x u e?^)], 
c'est-à-dire ne difTèrent que par une transformation de H t . Choisis- 
sons dans chaque classe une transformation, et soient a,, b u . . ., 
les ordres respectifs de ces transformations ; ces ordres sont com- 
pris dans la suite a, £, . . ., c'est-à-dire sont des diviseurs de wi! ; 
nous savons former une transformation 

[x u e 8 (Xi)l, 

dont Tordre est égal au plus petit multiple commun m* des nom- 
bres a u b lf . . ., qui est aussi un diviseur de m x . 
Si Ton considère alors les expressions 

a, et «3 prenant respectivement toutes les valeurs entières infé- 
rieures h m l et à m 2 , elles sont distinctes et représentent par con- 
séquent m^rrii racines de l'équation f{x) = 0. 

Lorsqu'on n'a pas obtenu ainsi toutes les racines de cette équa- 
tion, c'est-à-dire lorsqu'on n'a pas m^ = N, on recommence le 
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partage en classes des transformations de G en partant du sous- 
groupe H 2 engendré par toutes les transformations qui correspon- 
dent aux racines déjà obtenues. Il est clair qu'on parvient ainsi à 
mettre toutes les racines de l'équation donnée sous la forme 

ej.e;, . . . e^*,)* 
où Ton a a, = 0, 1 , . . . , (m* — 1), 

(i = l,2, ...,n), 
et où les entiers mi, m 8 , ... m^ ont pour produit N, chacun d'eux 
étant d'ailleurs diviseur du précédent. 

99. L'expression que nous venons d'obtenir pour les racines de 
l'équation abélienne f(x) = 0, conduit aisément à la résolution 
algébrique de cette équation. Nous commencerons par examiner le 
cas où toutes ses racines peuvent se mettre sous la forme 

x u e(*i), *Vi)> ...,e m - , (*i), 
c'est-à-dire où toutes les transformations qu'elle admet sont les 
puissances de Tune d'entre elles. 

Le groupe de l'équation est formé des mi puissances de la substi- 
tution qu'éprouvent ces racines lorsqu'on y remplace x t par ©(x^, 
c'est-à-dire des puissances de la substitution circulaire 

(art, e(*,), ..^e-r^x.)). 

Si le nombre m A est premier, ce groupe est simple : l'équation est 
de celles que nous avons appelées résolubles : sa résolution consiste 
pour nous dans Cexpression de ses racines sous la forme 

avec la relation 

e m i(a?i) = x it 

Dans le cas où le nombre m, n'est pas premier, le groupe est com- 
posé : ses groupes facteurs sont des groupes cycliques ayant pour 
ordres les divers facteurs premiers — égaux ou inégaux — de m, : 
la résolution de l'équation se ramène alors à la résolution successive 
d'équations analogues, mais dont le degré est premier. 

Réciproquement, si le groupe d'une équation est cyclique, c'est- 
à-dire formé des puissances d'une substitution circulaire, l'équation 
appartient à la classe de celles que nous venons d'étudier et il est 
facile de trouver la fonction e. Désignons en effet par x h ar 4 , . . , x m 
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ses racines et par 

(a?t, x,, . . ., x m ) 

la substitution circulaire dont les puissances forment le groupe de 
Téquation ; en posant 

f{x) = (x — Xi)(x — Xi) . . . (ar — x m ) 
et 

xif[x) x z f(x) x { f{x) 



e(x) = 



(x— x x )f{x x ) (x — *j)/'(xi) (x — x,„ )/'(x m ) 

la fonction e(x) reste invariable par les substitutions du groupe de 
Téquation, c'est donc une fonction rationnelle de x ; on a de plus 

e(ff,) = x t , e(x») = x 3l . . , S(x m _ A ) = ar m , 9(x m ) = x ly 
ce qui démontre la proposition énoncée. 

100. Nous allons supposer maintenant le nombre jx supérieur à 
l'unité ; pour fixer les idées nous le prendrons égal h (rois, mais les 
raisonnements s'étendront visiblement au cas général. Les racines 
de l'équation sont par conséquent comprises dans la formule 

avec 

a ft = 4, 2, . . ., m t1 

a 8 = 1, 2, . . ., m 2 , 

« 3 = * , 2, ,. . . , wij ; 
on a d ailleurs 

»T'(*i) = vpfa) = ^fo) = *i. 

Considérons les fonctions symétriques des m 2 w 3 racines 

(1) ©îe^e?,^), 

a, = 1, 2, . . ., m,; a 3 = 1, 2, m 3 , 

dans lesquelles a désigne un entier fixe. Ces diverses fonctions sy- 
métriques s'expriment rationnellement au moyen d'une quelconque 
d'entre elles, puisque ce sont des invariants d'un même groupe : le 
groupe qui correspond aux transformations 

[x u ejie^)]. 

Soit o a l'une quelconque de ces fonctions symétriques : <p,, <p* ..., 
© mi , les expressions qu'on déduit de <?« en y remplaçant successive- 
ment a par 1,2,. , m t ; ce sont les fonctions conjuguées de <p rt 
dans le groupe del'équation, et on voit immédiatement que la trans- 
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formation [x i9 e t (a?,)] leur fait éprouver la substitution circulaire 

les transformations [or,, e, (j?,)J et [x u ©jfo)] les laissant inva- 
riables. Par suite une transformation quelconque du groupe fait 
éprouver aux fonctions © la substitution S t ou Tune de ses puis- 
sances. Ces fonctions sont donc racines d'une équation irréductible 
d'ordre m, à coefficients rationnels, dont le groupe est cyclique. Si 
Ton adjoint une racine © de cette équation, toutes les fonctions 
svmétriques des éléments 

«s = 1, 2, . . ., m 2 , «j = i, 2, . . ., m 3 , 

s'expriment rationnellement à l'aide de ©, quel que soit a. Nous 
considérerons maintenant les fonctions symétriques des racines 

W*(*i)i 
a 3 = i, 2, . . ., m s , 

a et b étant des entiers fixes. La môme méthode montrera, que, b h 
étant Tune de ces fonctions symétriques et <]/,, <h, . . ., <J> mt celles 
qui s'en déduisent en remplaçant 6 par 1, 2, m*, ces fonc- 
tions 4> sont les racines d'une équation irréductible de degré w u à 
coefficients rationnels en ©, dont le groupe est cyclique. Toutes les 
fonctions symétriques considérées (a et b étant quelconques) s'ex- 
priment d'ailleurs rationnellement au moyen d'une racine ^ de cette 
équation. 

On verra enfin, par un raisonnement analogue, que les diverses 
expressions 

*î*ta(*i), 

c'est-à-dire les racines de l'équation proposée, s'expriment ration- 
nellement au moyen d'une racine d'une équation irréductible de 
degré wi 3 dont le groupe est cyclique et dont les coefficients sont 
rationnels en © et en •]/. 

Nous établissons ainsi directement que les équations abéliennes 
sont résolubles et les calculs que nous venons d'indiquer équivalent 
à une décomposition de tout groupe abélien en facteurs. Chacun des 
groupes cycliques d'ordres m u m t , m 3 est en effet le produit de 
groupes cycliques d'ordre premier, c'est-à-dire de groupes sim- 
ples. Cette décomposition du groupe en facteurs résulterait d'ail- 
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leurs immédiatement du fait que, si Ton pose m = pq y les trans- 
formations 

h = 1, 2, ..., g, a 2 = 1, 2, ..., m 2ï «j= 1,2, ...,m 3 , 

en forment un sous-groupe invariant d'indice p et qu'on peut tou- 
jours prendre pour p un nombre premier. On trouvera, en effet, par 
la même méthode un sous-groupe invariant d'indice premier du 
sous-groupe obtenu, et ainsi de suite. 

On voit de plus, par cette marche, que l'ordre dans lequel se pré- 
sentent les facteurs de composition peut être choisi arbitrairement 
dans le cas particulier d'un groupe abélien. 

101. Nous ne voulons pas terminer sans signaler parmi les équa- 
tions abéliennes celles qui ont la forme x n — 1 = 0, où n est un 
entier quelconque, et donc les facteurs irréductibles sont des équa- 
tions cycliques. L'étude de ces équations, faite parGauss,a été l'ori- 
gine de travaux qui ont illustré Kummer et Kronecker et qui se ratta- 
chent aux théories les plus profondes de l'Algèbre et de l'Analyse ; 
pour plus de détails, nous renverrons le lecteur à l'excellente mono- 
graphie de M. Bachmann : Die Lehre von der Kreistheilung. 

Faisons enfin observer que l'équation x? — A = 0, où p est 
premier et où A n'est pas la puissance p ième d'un nombre ration- 
nel appartient à la classe des équations métacycliques et devient 
abélienne par l'introduction d'une racine de l'équation 

x^" 1 -f- ar*- 1 H h* -h 1 = 0. 

On sait que l'on introduit d'habitude dans les éléments un signe 
particulier, ^Â, pour représenter une racine de cette équation. Cette 
notation n'a d'ailleurs aucune importance au point de vue où nous 
nous sommes placés et n'avance en rien la résolution algébrique de 
l'équation. Il est néanmoins indispensable de signaler que les racines 
des équations que nous avons appelées résolubles peuvent toujours 
s'obtenir par la résolution successive d'équations binômes ; en d'au- 
tres termes, ces équations sont résolubles par radicaux. C'est d'ail- 
leurs ce problème de la résolution par radicaux qui a été l'origine 
première des recherches fondamentales de Lagrange, Abel etGalois. 
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CONCLUSION 

Nous terminons ici les développements que nous avions l'inten- 
tion de donner à l'Algèbre ; peut-être ne sera-t-il pas mauvais de ré- 
sumer rapidement les résultats obtenus, en mettant en évidence la 
marche suivie pour y parvenir. 

Après avoir défini les entiers positifs comme des signes ou sym- 
boles se combinant entre eux suivant certaines lois qui nous ont été 
suggérées par la considération des systèmes d'unités, nous leur 
avons rattaché les entiers négatifs et les nombres fractionnaires en 
conservant pour ces nouveaux symboles les mêmes lois de combi- 
naison et en liant chacun d'eux aux symboles déjà connus par une 
relation qui lui sert de définition. Nous avons fait ainsi un certain 
nombre d'hypothèses et, comme les propriétés bien connues des en- 
tiers positifs ont montré immédiatement qu'elles n'étaient point 
contradictoires, nous n'avons pas cherché à les réduire au nombre 
minimum. Il serait facile d'ailleurs de procéder en ne faisant jamais 
que des hypothèses indispensables : 

Les entiers positifs seront, par exemple, les symboles déduits de 
l'un d'entre eux, le nombre un, par une composition répétée de 
ce symbole avec lui-même, cette composition possédant les quatre 
propriétés attribuées à l'addition : il est clair en effet que ces hypo- 
thèses sont nécessaires et suffisantes pour construire pour ces sym- 
boles une table carrée d'addition. Le nombre zéro sera un nouveau 
symbole d'effet nul dans sa composition par addition avec lui- 
même ou avec tout nombre entier. Les entiers négatifs seront tous 
les symboles qui se composant entre eux et avec les entiers en 
suivant les lois de l'addition vérifient des relations de la forme 
a-\-x = 0, où a désigne un entier positif. On montre qu'il est 
possible de trouver entre ces symboles un second mode de compo- 
sition qui possède les propriétés de la multiplication des entiers 
positifs de sorte que le calcul additif et multiplicatif est complète- 
ment défini pour l'ensemble des entiers positifs et négatifs. 

Les nombres rationnels seront enfin tous les symboles qui, possé- 
dant entre eux et avec les entiers positifs ou négatifs un mode de 
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composition admettant les quatre propriétés de la multiplication, 
vérifient des relations de la forme a.x — 1, où a désigne un entier 
positif ou négatif, et tous les symboles qui résultent de la composi- 
tion de ces derniers entre eux et avec les entiers par le mode con- 
sidéré. On établit qu'il est possible de définir un second mode de 
composition de ces symboles entre eux lié à la multiplication de la 
même manière que l'addition pour les entiers et qui possède les pro- 
priétés de l'addition des entiers ; le calcul additif et multiplicatif est 
ainsi complètement défini pour l'ensemble des entiers positifs et né- 
gatifs et des nombres rationnels. 

Nous avons procédé de même pour introduire dans le calcul les 
nombres algébriques qui sont pour nous tous les symboles x qui, 
se composant entre eux par addition et par multiplication en suivant 
les mêmes lois que les entiers, vérifient des relations de la forme 

(i) A')=o, 

où f[x) désigne un polynôme irréductible. On établit d'abord que 
s'il existe effectivement un symbole satisfaisant à ces conditions, 
il existe pour ce polynôme un nombre de symboles possédant ces 
propriétés égal à son degré ??. Ces symboles vérifient nécessaire- 
ment les relations 

(2) S â = p,, S 2 = p 2 , . . , S„ = p n , 

où Si, Si, . . , S n désignent leurs fonctions symétriques élémen- 
taires et pi, 7? 2 , . . -, p n les coefficients du polynôme f[x) et inver- 
sement, il suffit que ces relations soient vérifiées par les symboles 
Xi, a?î, . . ., x n pour que f\x) s'annule pour x = x u x = x 2 , . . , 
x = x n . On est ainsi amené à rechercher toutes les conséquences 
de ces relations en partant des propriétés attribuées à nos symboles 
et c'est dans cette substitution des relations (2) à la relation (1) que 
réside, ainsi que Ta fait remarquer Kronecker, la différence essentielle 
entre le point de vue de Galois et celui auquel s'est toujours placé 
Abel. 

La recherche de toutes les conséquences de relations plus géné- 
rales : 

F,=0, F 2 = 0, ..., F m = 0, 

entre des symboles x A , x 2 , . . . , x n possédant les modes de compo- 
sition indiqués, nous conduit à partager dans le cas où elles sont 
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« compatibles » (*) les systèmes de telles relations en réductibles ou 
irréductibles, suivant qu'il existe ou non de nouvelles relations entre 
les mêmes symboles qui ne sont point des conséquences nécessaires 
des premières ; c'est là qu'il faudra chercher la raison de la différence 
signalée plus loin entre les équations géniales et les équations spé- 
ciales. 11 résulte d'ailleurs de la considération de la résolvante générale, 
dont Tintroduction est due à Liouville, que toutes les hypothèses 
faites sur x,, x a , . ..,ar„, lorsqu'elles sont « compatibles », équi- 
valent à supposer qu'un symbole Ç possédant les mêmes modes de 
composition vérifie une relation de la forme R(Ç) = 0, où R(s) 
désigne un polynôme irréductible déterminé. Le calcul de tels sym- 
boles est simplement un calcul de polynômes en Ç, [mod. R (Ç)] 
c'est-à-dire un calcul où l'on néglige les multiples de R (Ç), et à ce 
titre il est visible qu'il ne peut renfermer de contradiction, ce qui 
établit la possibilité logique de définir a?,, ar tl . . ., x n comme nous 
l'avons fait. 

Il suffit d'établir que les relations 

(2) S. =/>„ S, = ?„..., S n =p», 

sont toujours « compatibles » au sens attribué à ce mot, pour en 
conclure la possibilité logique de définir les nombres algébriques, 
et l'on parvient ainsi en même temps aux propositions essentielles 
dues h Galois et relatives à la symétrie de l'ensemble des relations 
rationnelles qui existent entre les racines #,, x 2 , . . . , x„ de l'équation 
f(x) = 0. 

Signalons en passant l'importance, plusieurs fois mise en évidence, 
du fait qu'il existe pour représenter toute fonction symétrique de 
x u x,, ... x n une forme unique ne dépendant que des fonctions 
symétriques élémentaires. 

Une étude générale des divers genres de symétrie qui peuvent se 
présenter — théqrie des groupes de substitutions (**) — montre de 
quelle nature sont les relations qui lient entre elles les diverses fonc- 
tions rationnelles de n indéterminées, et les théorèmes de Lagrange 
donnent le moyen de former effectivement ces relations ; il est aisé 

(*) Le mot « compatibles » a ici un sens parfaitement défini, pour lequel nous 
renvoyons au § 42. 

(*•) Nous avons naturellement adopté dans cette théorie les notations introduites 
dans la théorie plus générale des Groupes de Transformations par son créateur, le 
célèbre géomètre norvégien Sophus Lie, 
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d'indiquer alors comment ces résultats doivent être modifiés lors- 
qu'on choisit pour les x, les racines de l'équation déterminée 
f[x) = 0. 

La considération qui vient ensuite de l'ensemble des relations 
rationnelles entre les racines x u x 2 , . . . , x n de l'équation 

f(x) = 
et les racines y u t/ a , . . . , y p d'une autre équation quelconque 

.7 (;/) = <> 

permet d'établir qu'on ne parvient de cette manière à aucune espèce 
de symétrie qui ne soit aussi obtenue en prenant pour j/ M y 9 , . . . , 
y p des fonctions rationnelles convenablement choisies des x ; quel- 
ques propositions sur les groupes de substitutions montrent comment 
on parvient à la symétrie la plus générale en partant de symétries 
particulières données par des groupes simples, et l'interprétation de 
ces propositions à l'aide des nombres algébriques constitue la théo- 
rie de la résolution algébrique des équations. 

Nous avons donné ensuite quelques exemples de symétries parti- 
culièrement faciles à saisir telles que celles données par des produits 
de groupes cycliques, qui correspondent aux équations dites réso- 
lubles et celles relatives aux équations du quatrième et du cinquième 
degré ; nous avons montré en passant que l'équation générale d'ordre 
supérieur à quatre n'est pas résoluble, proposition qui a occupé long- 
temps les géomètres et dont la première démonstration entièrement 
rigoureuse est due à Abel. 

Un dernier chapitre est consacré à l'étude directe d'une classe 
importante de nombres algébriques au moyen desquels tous les 
autres s'expriment rationnellement : les nombres algébriques nor- 
maux. Parmi ceux-là on peut encore signaler ceux qui sont définis 
par une équation dont le groupe est abélien, c'est-à-dire dont le 
groupe a ses substitutions échangeables, et l'on établit que tout 
groupe de cette nature est résoluble, c'est-à-dire est un produit de 
groupes cycliques. 

Nous avons sans doute laissé dans l'ombre une foule de questions 
intéressantes ; nous espérons néanmoins que ce que nous avons fait 
suffira pour inspirer au lecteur le désir d'une étude plus approfondie 
et nous le renverrons en particulier pour cela aux divers ouvrages 
que nous avons consultés et dont nous donnons ici la liste : 
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E. GALOIS : Œuvres mathématiques , Journal de Liouville, 1846. 

J. LIOU VILLE : Mémoire sur la théorie de V élimination dans les 
équations algébriques. Journal de Liouville, 1841. 

C. JORDAN : Traité des substitutions, 4870. 

L. KRONECKER : Grundzùge einer arithmetisehen Théorie der alge- 
braischen Grœssen. Journal de Crelle, t. 92, 1880. 
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NOTES 



THÉORIE DES NOMBRES. 



NOTE I 



SUR LE THÉORÈME DE FERMAT 



Comme nous l'avons remarqué (§ 5), le théorème de Fermât nous 
fournit un exemple d'une congruence suivant un module premier p 
qui, sans être identique, est vérifiée pour toute valeur entière de la 
variable. En d'autres termes , le polynôme x p — x est divisible par 
le nombre premier p, quel que soit l'entier x, sans que les coefficients 
de ce polynôme soient divisibles par p. Il est clair d'ailleurs que les 
polynômes divisibles (*) par X* — x jouissent de cette môme pro- 
priété, à l'exclusion de tous les autres. Le théorème de Fermât 
apparaît ainsi, comme un exemple unique de ce qu'on peut appeler 
la divisibilité d'un polynôme par un nombre premier, le sens de cette 
expression étant sufiisamment clair d'après ce qui précode. 

Pour trouver dans cet ordre d'idées une généralisation du théorème 
de Fermât, on doit rechercher s'il existe de même des polynômes di- 
visibles par un nombre composé quelconque m ; ou, si l'on veut, des 
congruences dont le premier membre n'est pas identiquement nul 
(mod. m) et qui sont cependant vérifiées pour toute valeur entière de 
la variable. 

Nous pouvons évidemment nous borner au cas où m est une puis- 
sance d'un nombre premier, car pour qu'un polynôme soit divisible 
par m = p*9 p r T , il faut et il suffit qu'il soit divisible séparément 
par p* t ç p , r T . En désignant par P(x), Q{x), R(a?) les expressions les 
plus générales des polynômes respectivement divisibles par p a , y p , 
r T , l'expression générale des polynômes divisibles par m sera visi- 

(•) Bien entendu, il s'agit de la divisibilité suivant le module p. 
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blement 

[P(») 4- p*f(x)][Q(x) +.q* 9 (x)][R(x) + f A(*)], 

f(x), g(x), h(x) désignant des polynômes quelconques. 

Nous sommes ainsi amenés à rechercher les polynômes divisibles 
par p», p étant un nombre premier. Il est clair qu'il en est ainsi des 
a polynômes 

o k (x) = p*-\x* — *)\ (k = 1, 2, 3, . . , a), 

et par suite en désignant par f k {x) des polynômes arbitraires, du 
polynôme 

a 
i 

Nous allons montrer, en supposant a inférieure joH-1, que le 
polynôme ainsi obtenu (et ceux qui lui sont congrus suivant le mo- 
dule p*) est le plus général des polynômes divisibles par p a . Sup- 
posons cette proposition vraie jusqu'à une certaine valeur de a ; 
nous allons voir qu'elle subsiste pour la valeur n-1. Soit, en 
effet, a-f-1 étant au plus égal à p, 

o(x) = 0, (mod. p*" 1 " 1 ) 

une congruence vérifiée quel que soit x\ on a aussi, quel que 

soit Xj 

<?(x) = 0, (mod. p*) 

et par suite 



?(*) = 2 /*(*)?*(*) -h pVo(*). 
i 

Soit x une valeur quelconque de x\ on a 

*? — *o = PÈ|i 
£ étant un entier déterminé ; on en conclut aisément 

(*, 4- pX)' — (a?, -4-/A) = />(? — X) (mod. p 1 ). 
Un calcul facile donne ensuite 

?*(*o + P X ) =P*tto — *)* (mo d - P* 4 " 1 )- 

On a donc 

? (* + pX) = p" 2 £(*. +/*)&-*)* (mod. p^ 1 ). 
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Or fk(x Q +pl) = AK) (mod. p). 

Donc 

z 

o(x H-;A) = p- ^ A(*t)(*» — *)* ( mod - P° + *)- 



Donnons à a? une valeur fixe et faisons varier X ; on verra que le 
polynôme en S, — X = X, 

s 

est divisible par le nombre premier p ; on a donc, puisque a est 

inférieur à p t 

f k {x ) = (mod. p). 

Gomme x est arbitraire, il en résulte 

f k (x) = [x* — x)g k (x), (mod. p), 

k = (0,1, 2, ...,*), 

d'où Ton conclut aisément la proposition énoncée. 

Si « dépassait p, il faudrait ajouter aux a polynômes <?*(*), les 
a — p polynômes 

+*(*) = [(a?, — xV-p^{x p -x)]{x p — x) k -y-*-\ 
(A =1,2, 3, ...,*_;,), 

car l'expression entre crochets est manifestement divisible par 
p**~*~\ quel que soit ar, comme on le voit en posant x* — x = p\. 
On démontrerait, en suivant une marche tout à fait analogue, que 
si « est inférieur à 2p -\- 2, le polynôme le plus général divisible 
par p* est congru à 

1 1 

les /■ et les </ étant des polynômes arbitraires. 

On aperçoit aisément comment on continuerait et on voit que le 
théorème de Fermât suffira toujours pour résoudre ces questions de 
divisibilité ; il n'y a pas lieu d'en chercher de généralisation à ce point 
de vue, à moins de considérer comme une généralisation le fait que 

l'expression 

v(x) = (xï — xy—pp-^xv — x), 
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est divisible par p iH ~ i ; ou de môme que 

est divisible par pf*-*-?-*-*, etc. 

En se servant seulement de ces diverses propositions et des théo- 
rèmes élémentaires suivants : 

1° Si un nombre a divise deux nombres a et 6, il divise 
la -+- [ib ; 

2° Si les nombres a et ? divisent respectivement a et b, ap 
divise ab ; 

3° Un nombre divisible par deux autres premiers entre eux est 
divisible par leur produit, 

on peut toujours arriver à reconnaître si un polynôme donné est 
divisible par un nombre quelconque, et inversement, trouver tous 
les polynômes divisibles par un nombre donné. 



NOTE II 



SUR LES IMAGINAIRES DE GALOIS 



1. Nous avons l'intention d'esquisser rapidement ici les principes 
de la théorie des imaginaires de Galois, en nous plaçant au point de 
vue qui nous semble avoir été adopté par ce grand géomètre. 

Il est essentiel dans ce but de préciser les propriétés caractéristi- 
ques des entiers positifs lorsqu'on les envisage (mod. /?}, p étant 
un nombre premier, c'est-à-dire lorsqu'on néglige dans leur calcul 
les multiples de p ; c'est là ce qu'il est facile de faire. Nous savons 
en effet, qu'à ce point de vue : 

Il existe p nombres distincts 0, \ , 2, . . . , p — 1 ; 

Un mode de composition de ces nombres, appelé addition, permet 
de passer de deux d'entre eux à un troisième bien déterminé, appelé 
leur somme, et cette composition possède les propriétés suivantes : 
i°Elle est associative, c'est-à-dire que si le signe (a -+- b) représente 
la somme des nombres a et b, l'on a, quels que soient les nombres 
a, b, c, 

(aH-(ô-f-c)) = ((a-hô)-f-c); 

2° Elle est commutative, c'est-à-dire que l'on a, quels que soient les 

nombres a et ô, 

(a 4- b) = (6 + a); 

3° Si l'on compose un nombre a avec des nombres b et c différant 

entre eux, on obtient des résultats différant entre eux ; on peut donc 

conclure des égalités 

a-+-b = d, 

a +c = d 

l'égalité b = c. 

Les propriétés qui précèdent sont caractéristiques, c'est-à-dire 

définissent complètement les entiers positifs (mod. p) ; nous allons 
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en effet établir que p symboles auxquels on attribue ces propriétés 
et celles-là seulement posséderont toutes les propriétés des entiers 
positifs (mod. p). 

Soient a, A, . . ., / ces p symboles ; la suite : a+;, b+j, ..., 
/+j, où j désigne également un de ces symboles renfermera 
tous les éléments de la suite a, A, . . ., /, puisqu'elle renferme p 
éléments distincts d'après la troisième propriété de l'addition. Il 
existe donc dans cette suite un élément, c -+- j par exemple, qui 
est identique à j, et Ton conclut de là : 

((c +j) + *) = (* + (; + *)) = (i + *), 

quel que soit le symbole A, c'est-à-dire (c -H A) = A quel que soit 
A. Le symbole c est donc sans effet dans l'addition à gauche. 

On montre de même qu'il existe un symbole d qui est sans effet 
dans l'addition à droite, c'est-à-dire tel que l'on ait (A -t- d) = A 
quel que soit le symbole A. Les deux relations 

(c -h d) = c, (c -+- c') = c' 

établissent alors que c est identique à d. On parvient d'ailleurs à 
cette même conclusion en invoquant la propriété commutative de 
l'addition : 

(<?-4-A) = (4 -*-<?) = A, 

et ensuite la troisième propriété de l'addition pour établir qu'il 
n'existe qu'un symbole c tel que Ton ait (A h- c) = A. 

Nous désignerons par A le symbole c auquel nous sommes 
ainsi parvenus. 

Considérons maintenant un symbole quelconque a différent de c 
et la suite 

(1) a, {a -h a), ((o + aj + a), 

les éléments de cette suite sont des symboles de la suite a, b, . . ., I 
et par conséquent le nombre des symboles distincts qui sont ainsi 
obtenus est limité. Soit 7 -h 1 le rang du premier élément qui 
reproduit l'un des précédents ; l'élément reproduit est visiblement a 
et la suite (i) est périodique, ses termes se reproduisant de q en q. 
Nous allons montrer que q est nécessairement diviseur du nombre 
p des symboles distincts, ce qui exigera p = ?, puisque p est 
premier et que l'élément (a h- a) est différent de a qui est égal à 
(a 4- c). 
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Si l'on n'a pas en effet dans la suite (i) les p symboles donnés 
et si b désigne un symbole non obtenu, les symboles (a -h&), 

((a-f-«)-f-6), (((a + c) + fl) + A), ..., qui font partie des 
a, b, ...,/, sont tous différents et sont aussi différents des précé- 
dents ; on déduirait par exemple de 

(a + 6) = (tf + a) + a 

l'égalité (a -h b) = a -h (a -+- «), c'est-à-dire b = (a -+- a). On 
obtient donc ainsi %q symboles de la suite a, 6, ...,/. Un raison- 
nement analogue montrerait, si l'on n'a pas épuisé ainsi cette suite, 
que d désignant un nouveau symbole, les symboles 

{a-hd), ((fl + a) + «(), (((a + a) + a)4-rf), 

sont encore différents et diffèrent de ceux déjà obtenus, et ainsi de 
suite. Il est clair qu'on épuise de cette manière tous les symboles 
a, ô, . . , / c'est-à-dire que p est multiple de q. 

Dans le cas qui nous occupe où p est premier, on aura donc 
p = g. 

Il résulte de là que si l'on pose 

A, = a, A 2 = (a + a), A 3 = ((a + a) + «), 

les symboles A , A t , A 2 , . . ., A^ t se composeront entre eux de la 
même manière que leurs indices et par conséquent qu'à toutes les 
propriétés des entiers 0, 1, 2, . . . , p — 1 correspondront les pro- 
priétés analogues pour les A dont les indices sont ces mômes en- 
tiers. Nous n'entendons pas autre chose en disant que les A sont ces 
entiers eux-mêmes, regardant ainsi les entiers comme des signes ou 
symboles dont nous ne connaissons que les propriétés signalées 
plus haut. 

Lorsque pour des éléments en nombre limité, Ton peut définir un 
mode de composition qui possède les propriétés suivantes : 

1° De deux éléments quelconques on passe par la composition 
considérée à un troisième élément bien déterminé ; 

2° La composition est associative ; 

3" Un môme élément composé avec des éléments différant entre 
eux donne des éléments différant entre eux, 

on dit que les éléments composés par ce mode de composition forment 
un groupe limité. 
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Lorsqu'en outre la composition est commutât ive, le groupe est dit 
abélien. 

Nous venons donc d'établir que les entiers 0, 1, 2, . . ., p — 4 
forment par addition un groupe abélien. Si Ton pose maintenant, 
a étant l'un de ces entiers : 

a = l.a, (a + a) = 2.a, (a -h a) -+- a = 3. a, ..., 

on définit ainsi un certain mode de composition des entiers i et a, 
2 et a, 3 et a, etc., qu'on appelle multiplication et les propriétés de 
l'addition permettent d'établir les propriétés de ce nouveau mode 
qu'on peut résumer en disant : 

Les entiers 4,2, ...,/) — i forment par multiplication un 
groupe abélien ; 

L'entier joue un rôle singulier et se reproduit dans la multipli- 
cation par un entier quelconque de la suite 0, 4, 2, . .., p — 4. 
Enfin la multiplication est distributive par rapport à l'addition, c'est- 
à-dire que l'on a a.(é-hc) = a.b + a.c. 

Les relations qui donnent, lorsqu'on connaît deux éléments d'un 
groupe, le résultat de leur composition, s'appellent relations fonda- 
mentales du groupe ; il est clair que les propriétés des entiers posi- 
tifs (mod. p) peuvent toutes se déduire de la connaissance de ces 
relations fondamentales pour l'addition : l'existence de la multipli- 
cation et ses propriétés en sont par exemple des conséquences. 

Ainsi pour définir le calcul des entiers (mod. 5) il suffit de donner 
la première des deux tables de composition suivantes : 
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Ces tables peuvent être appelées tables de structure des groupes 
formés par nos symboles pour les deux modes de composition : 
addition et multiplication. 
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2. Nous sommes maintenant en mesure de montrer comment peut 
se faire l'introduction dans le calcul des imaginaires congrucntielles 
de Galois. 

Soit f\x) = (mod. p) une congruence irréductible de degré n; 
nous savons qu'il n'existe aucun élément de la suite 0, 1, 2, . . ., 
p — 4 qui vérifie cette congruence. En d'autres termes, lorsqu'on 
astreint x à figurer parmi les symboles 0, 1, 2, ..., p — 1, la 
congruence f(x) = (mod. p) n'a aucune racine. 11 est naturel 
de penser qu'en restreignant convenablement le nombre des condi- 
tions imposées au symbole ar, il pourra exister dans l'ensemble des 
symboles satisfaisant à ces conditions des racines de cette con- 
gruence. Les conditions à imposer au symbole x peuvent d'ailleurs 
être quelconques, pourvu que le polynôme f(x) soit par là entière- 
ment défini lorsqu'on donne x puisque le second membre est un 
symbole bien déterminé. Parmi les divers systèmes de conditions 
que l'on peut adopter, Galois a choisi l'un des plus simples qui 
consiste à supposer que le symbole x se compose avec lui-même et 
avec les entiers 0, 1,2, . . . , p — 1 suivant deux modes différents 
qui possèdent les propriétés respectives de P addition et de la multipli- 
cation de ces entiers. 

Il résulte de là que si x vérifie la congruence f(x) = (mod. p), 
les fonctions entières de a?, fonctions qui sont définies d'une manière 
précise par les hypothèses, sont toutes représentées et une fois 

seulement dans la suite des polynômes a -+- a x x h h a„_ix ,l ~ i , 

où les a sont des éléments quelconques de la suite 0,1, 2, . . ., 
p — 1. On montre alors qu'il est possible de définir pour ces élé- 
ments parmi lesquels figurent les entiers 0, 1,2, . . . , p — 1, deux 
modes de composition qui possèdent les propriétés respectives de 
l'addition et de la multiplication des entiers, c'est-à-dire que l'on 
peut construire les tables de structure des groupes abéliens corres- 
pondants. 

Considérons par exemple la congruence irréductible a?* -h 1 = 
(mod. 3) et désignons par i un symbole assujetti à posséder les 
modes de composition indiqués et à vérifier cette congruence : 
t» -+- 1 = (mod. 3). 

Les seules fonctions qui peuvent résulter de la composition de i 
avec lui-même et avec les entiers par les deux modes supposés sont 
les fonctions entières de i à coefficients entiers ; chacune d'elles est 
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d'ailleurs identique à un polynôme du premier degré de la forme 
ai-\- b % où a et A sont pris dans les entiers 0, 1, 2, ainsi qu'il résulte 
de la relation i 8 -hl =0 (mod. 3); il suffît donc d'étudier ces 
derniers éléments. 

On peut d'ailleurs établir facilement que d'une manière générale 
si x est un symbole qui se compose avec lui-même et avec les en- 
tiers suivant deux modes qui possèdent les propriété respectives de 
l'addition et de la multiplication, les polynômes entiers en x se 
composent entre eux par deux modes qui possèdent ces mômes 
propriétés. Il suffit de poser ici 

(an- bx) H- (a' -h b'x) = (a-4-a')-f- (ô-t- b' x, 
(a -4- bx)[a' -+- b'x) = ad -h {bat -+- ab')x-\- bb'x* 
pour le vérifier immédiatement. 

Si l'on a égard à l'hypothèse faite sur le symbole i : i* 4- i = 
(mod. 3), on en conclut que les deux tables d'addition et de multi- 
plication des symboles a» -+-é peuvent être construites sans qu'il 
se présente de contradiction. Si nous posons, par exemple, 

ai 4- b = Aj^, 
ces tables de structure sont les suivantes : 

Addition : 





A, 


A, 


A, 


A, 


A 4 


A. 


A. 


A, 


A. 




A, 


A, 


A, 


A, 


A, 


A» 


A. 


A. 


A, 


A. 




A, 


A, 


A, 


A, 


A 4 


A, 


A, 


A, 


A. 


A. 




A, 


A, 


A, 


A, 


A, 


A, 


A» 


A, 


A. 


A, 




A, 


A, 


K 


A. 


A. 


A, 


A. 


A. 


A, 


A, 




A t 


A. 


A. 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A, 


A. 




A, 


A, 


A, 


K 


A. 


A, 


A, 


A, 


A, 


A, 




A. 


A. 


A, 


A, 


A* 


A, 


A, 


A, 


A. 


A, 




A, 


A, 


A. 


A. 


A, 


A, 


A, 


A» 


A, 


A, 




A. 


A. 


A. 


A, 


A, 


A, 


A. 


A. 


A, 


A* 
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Multiplication : 
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A, 


A, 


A, 


A, 


A» 


A. 


A. 


A 7 


A. 




A, 


A, 


A. 


A, 


A. 


A. 


A. 


A. 


A. 


A. 




A, 


A 


A, 


A, 


Ai 


K 


A, 


A. 


A, 


A, 




A, 


A 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A. 


A, 


A. 




A, 


A. 


A, 


A. 


A, 


A, 


A. 


A, 


A. 


A, 




A 4 


A, 


A» 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A, 


A, 




A, 


A. 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 




A. 


A, 


A. 


A, 


A, 


A, 


A» 


A, 


A. 


A, 




A, 


A, 


A, 


A. 


A 4 

A, 


A, 


A. 


A. 


A, 


A, 




A, 


A. 


A. 


A t 


A, 


A, 


A, 


A, 


A. 



























La construction de ces tables gui suffisent à définir les éléments 
ai+b, au même titre que la table d'addition définit les entiers^ 
montre d'une manière évidente qu'il existe effectivement un sym- 
bole î possédant toutes les propriétés requises et qui vérifie la 
congruence i* -h i =0 (mod. 3). 

Ajoutons qu'en rangeant les symboles dans un autre ordre on 
peut donner à la table de multiplication la forme suivante : 





A, 


A, 


A 5 


A, 


A» 


A, 


A, 


A 6 


A. 


A. 


A. 


A. 


A. 


A. 


A. 


A. 


A. 


A» 


A. 


A, 


A. 


A, 


A, 


A, 


A, 


A, 


A, 


A. 


A. 


A, 


A. 


A. 


A, 


A. 


A, 


A, 


A, 


K 


A, 


A, 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A. 


A. 


A, 


A. 


A. 


A. 


A, 


A, 


A, 


A. 


A* 


A, 


A, 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A. 


A, 


A. 


A, 


A. 


A, 


A. 


K 


A, 


A. 


A, 


A. 


A, 


A. 


A. 


A. 


A, 


A, 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A t 


A. 


A* 


A, 


A, 


A, 


A. 


A, 


A, 


A, 























350 NOTE II 

On en verrait facilement la raison. 

La possibilité de définir logiquement les imaginaires de Galois 
étant ainsi établie, il serait facile de développer leur étude en mettant 
en évidence les analogies qu'elle présente d'une part avec l'étude 
des entiers (mod. p) et d'autre part avec la théorie des entiers algé- 
briques dans un domaine [£]. Notre dessein n'étant pas de reprendre 
à ce nouveau point de vue des résultats déjà connus, nous renver- 
rons le lecteur à ce qui a été dit sur cet objet dans la Théorie des 
nombres. 
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